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Bevezetés

Az alabbi kurzust (specit) BSc matematikus hallgatoknak tartom
a szamelmélet néhany olyan tételérdl, illetve fejezetérdl, amelyek
megértéséhez elegendd a kdzépiskolas és az elsdéves egyetemi
algebra és szamelmélet tananyag ismerete. Sokszor hosszasan ke-
restem az alabbi érdekes és olykor meglepd eredményeket. A fe-
jezetek végén az irodalomjegyzékben tintettem fel a tételek eredeti
(legtdébbszér angol nyelv() forrasat.

Azonban a bizonyitasok elemi volta mellett, a tételek bizonyita-
sa néha korant sem egyszer(... Igy a kurzus végén a jegyszerzés
kétféle mddon is térténhet: feladatmegoldassal vagy vizsgaval az
elméleti anyagbol.



1. Geometriai bizonyitasok a szamelmélet-
ben

A szadmelméletben gyakran alkalmaznak mas terlleteken is
hasznos mddszereket. Ezek kézul néhany mély matematikai isme-
reteket kivan, azonban vannak olyanok is, amelyek megértéséhez a
kb6zépiskolas ismeretanyag is elég. Ezek kdzUl a bizonyitasok kozdl
ismertetiink most kettdt, amelyek geometriara éptilnek.

1.1. A kis-Fermat tétel geometriai bizonyitasa

A kis Fermat tételt leggyakrabban kongruenciak felhasznalasa-
val bizonyitjak. Azonban van egy olyan bizonyitas is, amelyben meég
csak a kongruencia definicidjara sincs szikség. A tétel a kdvetke-
zOképpen szol:

1.1. TETEL. Minden p primre és a természetes szamra
p | a? — a.

A 1.1. Tétel bizonyitasa. A tétel bizonyitasat [9] alapjan is-
mertetjlk. A szabalyos p-sz6g csucsaiba természetes szamokat
irunk, mégpedig 1-t6l a-ig terjedden. (Hivjuk ezt az eljarast ,szi-
nezésnek”). Ekkor minden csucsba a-féle szamot irhatunk, tehat az
ilyen szinezések szama pontosan aP”.

Szokas ezt a bizonyitast nyaklancokkal is illusztralni, a gyéngydk
a nyaklancban a szabalyos p-sz6g csucsai, a gydngyok szine pedig
a szamok 1-tdl a-ig.



A fenti szinezések kdzbtt a darab olyan van, ahol minden csucs-
ba ugyanazt a szamot irtunk. A tébbi szinezést csoportokba osztjuk
egy csoportba téve azokat, amelyek egymasbdl elforgatassal meg-
kaphatdk.

Ha T egy csoportbeli szinezés, ahol (k/p - 360)° jeldli azt a
legkisebb szb6gl forgatast, amely T'-t 6nmagdaba viszi, akkor szUk-
segszerlien k | p. Ugyanis tegyuk fel k& 1 p. Tudjuk a (2k/p - 360)°,
(3k/p - 360)°,... szbdgl forgatdsok is T-t dnmagaba viszik, vi-
szont a ([Z]k/p - 360)° forgatas szOge (a 360° fokot levonva be-
16le) olyan alakba irhatd, hogy (j/p - 360)°, ahol 0 < 5 < k (it
Jg=1%1k—p<(}+1)k—p=Ek), és ez ellentmondas.

Vagyis, ha a T szinezés benne van egy csoportban, akkor T-nek
a p darab kulénb6zd elforgatottja is, és ezzel lathatd, hogy minden
csoportban p-vel oszthaté szamu szinezés van. Azaz p | a? — a.

1.2. Wilson tétel geometriai bizonyitasa

A Wilson tétel [8] bizonyitasdhoz sem szlkséges a kongruenciak
ismerete. A most kdvetkezd bizonyitas Erdds-Suranyi konyvébdl [4]
valo, és az abrankat is onnan vettlk.

Wilson tétele a kévetkezdképpen szél:

1.2. TETEL. Hap prim, akkorp | (p — 1)! + 1.
4



Az 1.2. Tétel bizonyitasa. Ez p = 2-re teljesil hiszen 2 | 1! 4 1,
igy a tovabbiakban elég paratlan primekre belatni az allitast. Ehhez
permutaciokat veszink. Az 1,2,...,p — 1 szamok permutacidinak
(lehetséges elrendezéseinek egy sorozatba) a szama (p — 1)!. Min-
den ilyen permutaciéhoz hozzarendellnk egy koérbe irt, iranyitott,
zart toérottvonalat.

Legyen Ay, Aq,...,A,_1 egy KOrbe irt szabalyos p-szb6g csu-
csai. EQy j1J2...Jp—1 permutécidhoz hozzarendeljik az Ay-bdl sor-
raaz Aj -be, Aj,-be, ..., A;  -be mend, majd Ay-ba visszatérd zart
toréttvonalat. (Az alabbi dbra elsd kérén p = 7 és a 265143 permu-
taciot abrazolé téréttvonal 1athatd.)

Tekintslnk egy adott T} téréttvonalat, és azt ismételten elforgat-
juk a kor kdzéppontja koérul (360/p)°-kal, igy keletkezik a toréttvo-
nalaknak egy Ty, T1,...,T,,... sorozata. (Az elsd abran Iévo t6-
rottvonalat pl. az els6 elforgatas a masodik dbraba viszi at.)

Ekkor T,, = Ty, de a Ty, 11, . . . , T,—1 tOrottvonalak kozott is le-
hetnek megegyezok. Az elsé megegyezés nyilvan T, = T, ala-
kd, hiszen ha T; = Ty, ahol « > 1, akkor Ty, = Tj_; is teljesl.
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Ha k jeldli a legkisebb pozitiv egészet, amelyre T, = T}, akkor a
Ty, Ty, T5, . . . sorozat k-val periodikus, és k a legkisebb peridédus-
hossz Mivel Ty = T, ezért k | p. Vagyis k csak 1 vagy p lehet.

A torottvonalakat csoportokba osztjuk. Egy Ty torottvonal cso-
portja a hozzarendelt Ty, T;,...,T,_, téréttvonalakbol all, ahol
To = Ty. Mivel itt k csak 1 vagy p lehet, igy vannak csoportok,
amelyek egyetlen téréttvonalbdl alinak, a tébbiek p elemiek.

Azokat a térottvonalakat, amelyeket mar az elso elforditas 6nma-
gaba viszi at, ugy kaphatjuk meg, hogy hiuzunk Aqy-bdl egy szakaszt
valamelyik Ay-ba, és ezt kérbe forgatjuk. igy mindig egy p szdgpon-
tu zart térottvonalat kapunk.

Az egy darab térottvonalbdl allé osztalyok szama tehat pontosan
annyi, ahanyféleképpen az Ay-bdl induld oldal valaszthatd, azaz p—
1. Atébbi (p—1)!—(p—1) = (p—1)!+1 —p térottvonalat p elem(
osztalyokba tudtuk sorolni, igy azt kapjuk, hogy p | (p—1)!+1 — p.
Azazp | (p — 1)! + 1, és ez éppen a bizonyitando allitas.

Feladatok
1. Talaljunk minél tébb primet, amelyre p? | (p — 1)! + 1.

2. Taldljuk meg az Gsszes p primet és o természetes szamot,
amelyre (p — 1)! + 1 = p* (Liouville tétele).

1.3. Behrend konstrukcidja

Ebben a fejezetben megadunk egy viszonylag nagy részhalma-
zat {1,2,3,..., N}-nek, mely nem tartalmaz 3-tagu szamtani so-
rozatot.



A kovetkez0 tétel Behrend [1] konstrukcidja lesz, amelynek alap-
ja egy szbOrakoztatdé geometriai konstrukcié. Az ismertetés soran a

s

1.3. TETEL. (Behrend, 1946.) Létezik egy pozitiv konstans c, hogy
minden N -re meg tudunk adni egy

Ac{1,2,3,...,N}
halmazt, melyre

| A| > N exp(—cy/log N)
és A nem tartalmaz 3-tagu szamtani sorozatot.
A 1.3. Tétel bizonyitasa. Behrend konstrukcioja azon az észre-

vételen alapul, hogy egy egyenes egy gémbdt legfeljebb 2 pontban
metsz.

Ha x,y, z egy 3-tagu szamtani sorozat, akkor y = x‘; :

Elészér megadunk egy n dimenzids konstrukciét, egy gémbhé-
jat, mely gémbhéj semely két pontjanak nem tartalmazza az atlagat,
mivel egy egyenes maximum két pontban metsz egy gémbhéjat.

Ezutdn a gémbhéj egész pontjaihoz hozzarendelink egy A C
{1,2,3,..., N} halmazt.



Az n és M pozitiv egészek értékét késdbb rogzitjuk.

Tekintsik az x = (1, ®2,...,x,) € [1, M]™ halmazt. A fenti
M™ darab pont mindegyikéhez hozzarendeljik az origbtdl vett ta-

volsag négyzetét, azaz az r? = =7 + ... + a2 egész szamot.
Ezek a hozzarendelt értékek az [n, nM?] intervallumbdl valéak.
Vagyis létezik egy r sugar, amelyre S,,(r) gémbhéj legalabb

M™ S M™ >Mn—2
nM2 —n+1" nM2~— n

[Sn(r)| 2
darab egész pontot tartalmaz.

Ezek utan az S, (r) egész pontjaihoz egy egész szamot rende-
link a kbvetkezd P : Z™ — 7 flggvénnyel:

doft 1 & i
P(x) = - > @ (2M)
1=1

A P flggvény alap tulajdonsagai a kévetkezok:
1. P egész értékd.

2. 1 < P(x) < (2M)™ minden x € [1, M|™-re.
3. P linearis.

4. P injektiv [1, M]"-en.

5. P(z) — P(y) = P(y) — P(x) = z—y = y — x minden
X,y,z € [1, M]™ esetén.

Az 1. tulajdonsag nyilvanvald, hiszen a szummaban minden tag

oszthatdé 2M -mel.



A 2. tulajdonsag is igaz, hiszen P(x) pozitiv és a fuggvény a
maximumat akkor éri el, ha minden x; maximalis, azaz pont M.
Ekkor

(2M)" — 1 (2M)"
- M <M < (2M)".
2M — 1 2 M

A 3. tulajdonsag szintén nyilvanvald, legyen ugyanis x,y € Z"

és a, b € 7. Ekkor P definiciojabdl kbnnyen lathato, hogy

P(ax + by) = aP(x) + bP(y).

A 4. és 5. tulajdonsagok igazolasahoz a kévetkezd lemmara van
szuksegunk:

1.4. LEMMA. Legyenx € (—2M,2M)"™. Ekkor P(x) = 0 akkor és
csak akkor, hax = 0.

A 1.4. Lemma bizonyitasa. Ha x = 0, akkor P(x) = 0.

Megforditva, tegylk fel, hogy létezik egy x # 0, amelyre P(x) =
0. Ekkor vegylk az x = (x1, 2, . .., x,) vektor koordinatai kbzil a
legkisebb indextt, amely nem 0, legyen ez ;. Ekkor

P(x) = ﬁ Zw,—(zM)i = 0.

Rendezve, azt kapjuk, hogy

n

—&T; = Z :ci(2M)j_i,

1=7+1
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ahol a jobboldal oszthaté 2M-mel, mig a baloldalon 1 < z; < 2M,
ami ellentmondas. Ezzel a lemma bizonyitadsat befejeztik.

A lemmat hasznalva, bebizonyitjuk a 4. és 5. tulajdonsagot.

A 4. tulajdonsaghoz tegyik fel, hogy P(x) = P(y) fennall egy
X,y € [1, M]™ parra.

A linearitas alapjan 0 = P(x) — P(y) = P(x—y),dex —y €
(—M,M)" C (—2M,2M)", igy a lemma alapjan x —y = 0, azaz
x = y. Eredmeényképpen megkaptuk, hogy P injektiv.

Utoljara mar csak az 5. tulajdonsagot kell igazolnunk.

TegyUk fel, hogy P(z) — P(y) = P(y) — P(x) eleget tesz egy
xX,y,z € [1, M]™ szamharmasra. Ekkor P(z) — 2P(y) + P(x) =
P(z — 2y + x) = 0. Azonban most z — 2y + x € (—2M,2M)",
igy alkalmazhatjuk megint a lemmat, mely szerint z — 2y + x = 0,
azazz — y = y — x. Ezzel a lemma allitdsat igazoltuk.

Ezutan rogzitjik n és M értékét. Legyen n = [/log N |, M =
[N1/m/2].

Ekkor A C [1,(2M)™] C [1, N].

A P flggvény 5. tulajdonsaga miatt tudjuk, hogy A nem tartal-
maz 3-tagu szamtani sorozatot.

Most mar csak A elemszamat kell becsulnink.

MnP—2 Nl/n 9|n—2 Nl/n n—2 1
Al > _ [ /2] > ( /e) — e2-nl-2/n,
n n n n
_ Ne2-[VIEN . N-2/ivieeN] 1
[V1og N
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1

Vieg N +1
> Nel—(\/m) . e 2logN/VIogN | ,—VIog N

> N2~ (VIeN+1) | N—2/VioeN

> Ne 4VIgN

A masik oldalrdl, Roth [7] 1953-ban azt bizonyitotta, hogy ha
A C {1,2,3,..., N} nem tartalmaz 3-tagu szamtani sorozatot,
akkor |A| <
gattak. A legjobb mostani eredmény Bloom és Sisasktdl [2] szarma-

Toglog N log ~- Azota ezt az eredményt folyamatosan javit-
zik, akik bebizonyitotték, hogy létezik olyan ¢ > 0 konstans, amelyre
Al <

Toa N

A legjobb alsé becslés is Bloom és Sisasktol [3] szarmazik (akik
valdjaban Kelley és Meka [6] eredményét egyszerUsitették). Esze-
rint |étezik olyan 3-tagu szamtani sorozat mentes halmaz, amelynek
elemszama > exp(—c(log N)Y/")N.

Az Erdds-Suranyi kényvben [4] sok mas mellett a geometriai
szamelméletrdl is olvashatunk egy nagyon érdekes fejezetet.

Hivatkozasok

[1] F. A. Behrend, On the sets of integers which contain no three in
arithmetic progression, Proceedings of the National Academy
of Sciences 23 (1946), 331-332.

[2] T. F. Bloom, O. Sisask, Breaking the logarithmic barrier in Roth’s
theorem on arithmetic progressions, link.

[38] T. F. Bloom, O. Sisask, The Kelley—Meka bounds for sets free
of three-term arithmetic progressions, link.
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https://arxiv.org/abs/2007.03528
https://arxiv.org/abs/2302.07211

[4] Erdds Pal, Suranyi Janos, Valogatott Fejezetek a Szamelmé-
letbdl, 127-128. oldal, link.

[5] B. Gillespie, Behrend’s Construction, link.
[6] Z. Kelley, R. Meka, Strong Bounds for 3-Progressions, link.

[7] K. Roth, On certain sets of integers. Journal of the London Ma-
thematical Society. 28 (1) (1953), 104—109.

[8] E. Waring, Meditationes Algebraicae (Cambridge, Anglia:
1770) (latinul). Waring, Meditationes cimi munkajanak harma-
dik kiadasaban Wilson tétele az 5. probléma a 380. oldalon.
Waring a kdvetkezot irja: "Hanc maxime elegantem primorum
numerorum proprietatem invenit vir clarissimus, rerumque ma-
thematicarum peritissimus Joannes Wilson Armiger." (Egy em-
ber, aki a legkivalobb és legligyesebb a matematikaban, John
Wilson Squire talalta meg a primszamok legelegansabb tulaj-
donsagat.)

[9] Wikipédia, A kis Fermat-tétel bizonyitasai, link
[10] Abra, Basketball Clip Art, link.
[11] Abra, Brent, Nyaklancok, link

[12] Abra, Erdds Pal, Suranyi Janos, Valogatott Fejezetek a Szam-
elméletbdl, 127. oldal, link.
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2. Végtelen leszallas modszere

.Mivel a k6zdnséges modszerek, mint amilyenek a kényvekben
talalhatdk, nem alkalmasak ilyen nehéz allitdsok bizonyitaséara, vég-
re felfedeztem egy rendkivil egyedi mddszert..., amit végtelen le-
szamlalasnak neveztem el.

Fermat, 1659.

A mddszer: Ahhoz, hogy bebizonyitsuk, hogy egy egyenletnek
nincs egészekbdl all6 megoldasa, bebizonyitjuk, hogy egy megol-
das kikényszeritene egy ,kisebb” megoldas létezését, ezzel elballit-
va pozitiv egész a;-knak egy

ar >az >az3>--->0
végtelen sorozatat, amely nyilvan nem lehetséges.

A mddszert haszndljak irracionalitas bizonyitasahoz, diofantikus
egyenletek megoldasahoz, de pl. Fermat ezzel bizonyitotta be, hogy
minden 4k + 1 alaku prim eldall két négyzetszam 6sszegeként.

A kovetkezdkben bebizonyitjuk a végtelen leszallas moédszeré-
vel, hogy a +/2 irraciondlis.
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Tegyik fel, hogy v/2 raciondlis. Mivel 1 < v2 < 2, igy v2
felirhatd
V2 =1+ %

alakban, ahol 0 < § < 1. Emeljuk mindkeét oldalt négyzetre, €s

utana szorozzunk b3-tel:

2b% = b? + 2ab + a’.

Atrendezve:
a’ = b®> — 2ab = (b — 2a)b,
igy
a b—2a
b a
Most: b_ o
V214214222
b a

De az utébbi tért nevezdjében 0 < a < b. igy a végtelen leszallas
modszerét alkalmazva, egyre kisebb nevezdjl térteket kapunk, ami
ellentmondas.

Feladatok

1. Bizonyitsa be, hogy ha az =, y, z egészekre =3 + 3y3 + 923 =
9xyz, akkor x = y = z = 0. (Klrschak Jozsef Matematika
Tanuléverseny, 1983.)

2. Talaljuk meg az 6sszes p primet, amelyre p" = =3 + 3 alaku,
ahol x, y, n pozitiv egészek. (Magyar MO 2000.)

3. Legyen ay,as, ... as, 1 Olyan 2n+1 darab egész szam, hogy
barmelyik elemet elhagyva kdézilik, a maradék 2n darab ele-
met két n elem( csoportra oszthat6é ugy, hogy bennik az ele-
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mek 0sszege azonos. Bizonyitsa be, hogy a1 = a; = -+ =
as2n+1- (Putnam vizsga, 1973.)

4. Bizonyitsa be, hogyha az a és b pozitiv egészekre ab + 1 0sz-

s a?4-b2 p e
téja a® + b2-nek, akkor abil négyzetszam. (IMO 1988.)

Hivatkozasok

[1] Keith Conrad, Infinite Descent, 2008, link.

[2] Kép, Pierre de Fermat, link
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3. Polinomok szamelmélete

Kriptografidban (azaz kulénb6zd titkositasok soran) kiléndsen
fontos szerepet tdltenek be a primek (Id. pl. RSA), de vannak olyan
alkalmazasok is, amikor egész szamok helyett polinomokat haszna-
lunk. Ezek kdzo6tt kiemelt szerepet kapnak a primek altalanositasai,
az un. irreducibilis polinomok.

Most csak egyet kiemelve a sok alkalmazas kdzul: létezik pl. az
RSA-nak egy polinomokra vald altalanositasarol egy nagyon érde-
kes BSc szakdolgozat is 2015-bdl [4].

3.1. DEFINIiCI106. Azt mondjuk egy f(x) € Z[x] polinom irreducibilis,
ha nem konstans és nem irhato fel ket legalabb els6foku Z[x]-beli
polinom szorzataként.

A leghiresebb az irreducibilitdsi  kritériumok kdézil a
Schénemann-Eisenstein-féle irreducibilitasi kritérium.

3.2. TETEL. Legyen f(x) = a,z" + ap_ 12" 1 + - + a1z + ag
egy olyan egész egyltthatos polinom, amelyre p 1 a,,, de p oszlja a
tébbi egylitthatét: p | an_1, @n_2,- - . , a1, ag, viszont p* 1 ay, akkor
f irreducibilis.

A 3.2. Tétel bizonyitasa. A tételben szerepld f polinomunk
f(@) = anz” + ap1x" '+ -+ a1z + ag

alakd. Indirekten bizonyitunk, feltesszik, hogy f felirhatd két leg-
alabb els6foku polinom szorzataként, azaz

f(x) = g(z)h(x),
16



ahol

g(x) = byx” +b_yx" " + .-+ bz + by
és

h(x) = csz® + cs_12° ' + -+ - + 1 + o,
valamint r, s > 1.

Tekintstink egy (r+1) x (s+1)-es téglalapot, amelynek az oldalaira
rendre felirjuk a g és h egyUtthatéit a konstans tagoktol kezdve.

Az f polinom konstans tagja p-vel oszthatd, azaz p | ap = boce.
Tehat p osztdja by-nak vagy co-nak. Szimmetrikus okokbdl feltehetd
p | by. De p? { ay = bycy, azaz ekkor p 1 cy.

CS
&
&
. ®
7 @
C1 C]b@ .
p1 a|cobp | cobs ®
plbo plbip|by ees ptbhi b,

Jeldlje b; a legkisebb indext egyutthatéjat g(x)-nek, amelyre p 1
b;. (Az nem lehet, hogy p mindegyik b;-t osztja, mert akkor f(x)-ben
is minden egydtthaté oszthat6 p-vel.)
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Tehat p | bo, b1, b2,...,b;_1. Ezutan a nagy téglalapban 1évd
egységnégyzetekbe beirjuk az f és g megfeleld egyitthatéinak a
szorzatat (lasd abra). Ekkor az f polinom a; egyltthatojat az abran
piros pottydkkel jeldlt egységnégyzetekben 1évd szorzatok dsszege
adja meg:

a; = boc; + bici_1 4+ -+ -+ b;_1c1 + bjco.

Azonban jo | bo, bl, ceey b;_1, tehat o | boCi, blc,;_l, cee b;,_1c1 (a
vastag vonaltdl balra minden szorzat oszthatd p-vel). Viszont p 1 b;
és p 1 co, azaz p 1 b;cy. Vagyis:

pfa; =boc; +bici 1 + -+ + bi_1c1 + bico.

Azonban a; nem a féegyutthat6 a,, hiszen a,, = b,c, ahol s > 1.
Ez ellentmond a tétel feltételeinek, és ezzel a tétel allitasat belattuk.

Példa. z* + 3x% + 622 + 9x + 21 irreducibilis Z[x]-ben. Valéban:
311,de3]3,6,9,21és9121.

Elsd ranézésre nem latszik, de a kdvetkezd is igaz:
3.3. KOVETKEZMENY. Ha p prim, akkor az
flx)=axP 4P 24 ...+ +1

polinom irreducibilis Z.[x]-ben.

A 3.3. Kovetkezmény bizonyitasa. Az f(x) polinom pontosan
akkor irreducibilis, amikor az f(x + 1). De:
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fe+1)=(@+1)" '+ (@+1)P "+ +1

() e )
!

|I|
|_l

>wplz

p| (f)hal <i<p—1,ésvégll p? )((pfl)zp.

i

Ittp { (5) =
Azaz f(x + 1), ésigy f(x) is irreducibilis.

Az xP~1 4 xP~2 + ... 4 £ 4+ 1 a p-edik kdrosztasi polinom. A
kdrosztasi polinomok mindig irreducibilisek, errdl bovebben pl. [5]-
ben vagy [6]-ban olvashatunk.

Mi azonban térjlink vissza az irreducibilitasi kriteriumokhoz. Va-
jon vannak-e a Schénemann-Eisenstein-en tal mas irreducibilitasi
kritériumok? Igen, szerencsénkre |éteznek ilyenek. Csak néhanyat
emlitve a leghiresebbek kbzal: Perron [10], Cohn [1], [12].

Most csak néhany kevésbé ismert irreducibilitasi kritériumot bi-
zonyitunk, amelyek f6 elonye egyszerliségiikben rejlik (s6t mi tdbb,
még a bizonyitasok is egyszerlek).

Schur kérdezte a kovetkezot: Ha az aq, as,...,a, kildnbdzd
egész szamok, akkor Vajon az

fil@) = (@ —a)(@—as) -+ (x —ay) — 1
és
fa(@) = (@ — ar)(@ —a2) -+ (x — @) + 1

polinomok irreducibilisek-e? (Id. [11]). Westlund [13] bebizonyitotta,
hogy f1 mindig irreducibilis, mig f» csak akkor lehet reducibilis, ha
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teljes négyzet. Még ugyanabban az évben Fligel [3] meghatarozta
az 0sszes ilyen f, polinomot.

Ezek kdzll az utébbit feladatnak szanjuk az olvaséknak. Sot,
van itt még egy feladat Sklarszkij, Csencov, Jaglom [2, o. 48] fel-
adatgy(jteményébdl:

3.4. FELADAT. Mely egymastdl kiilénbéz6 egész ai,as,...,a,
szamok esetén lesz irreducibilis az

(x—a1)(x—az) - (x—a,) +1
polinom?

3.5. FELADAT. Mely egymastdl kiilbnb6z6 egész aq,as,...,an,
szamok esetén lesz irreducibilis az

(x—a))?*(x—az)? - (x—ay)?+1
polinom?
Most pedig bebizonyitjuk a kévetkezot

3.6. TETEL. (Westlund) Ha az ai,as,...,a, kil6nbdzbé egész
szamok, akkor az

filex)=(x—a1)(x —az) - (x —a,) —1
polinom irreducibilis.

A 3.6. Tétel bizonyitasa. Tegyulk fel, hogy f reducibilis, azaz lé-
teznek olyan legalabb elsofoku g(x) és h(x) € Z[x] polinomok,
amelyekre

f(x) = g(x)h(x).
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Ekkor az a; helyen

—1 = f(ai) = g(ai)h(a;).
Ez csak ugy lehet, ha g(a;) = 1, h(a;) = —1 vagy g(a;) = —1,
h(a;) = 1. Mindkét esetben

g(a;) + h(a;) =0,

azaz a g(x) + h(x) polinomnak van n darab gyoke: a4, as, ..., a,.
De g(x) + h(x) foka kisebb egyenld mint g(x) és h(x) fokdnak a
maximuma, ami kisebb mint f(x) foka n.

Azaz a fokszam tétel miatt g(x) + h(x)-nek kevesebb mint n
gybke van, ami ellentmondas, kivéve, ha g(x) + h(x) az azonosan
nulla polinom. Vagyis most g(x) = —h(x). Ekkor

(z —a1)(z —az) -+ (xz — an) — 1 = —g(x)*,

ami ellentmondéas, hiszen a jobboldalon a féegyltthaté negativ
szam, mig a baloldalon 1.

Az eddigi irreducibilitasi kritériumokban az egyutthaték valami-
lyen értelemben az oszthatésaghoz kapcsolodiak, de néha olyan
kritériumra is szilkség lehet, amelyben a fészerepet nagysagrend-
beli becslések adjak. Egy ilyen kritérium Perron [10] kritériuma:

3.7. TETEL. Legyen f(x) € Z[x] egy
f@) =a" + ap1x" " + -+ - + a1 + ao,

polinom, ahol aq # 0. Tegylik fel, hogy a kbvetkezb két feltétel kézdil
valamelyik fennall:

|an—1| > 1 + |an—2| + e + |a0|
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vagy
|an—1] =1+ [an—2|+---+|aol, f(£1) #O0.

Ekkor f (x) irreducibilis.

Ennek a tételnek a bizonyitasat Panitopol [8] kicsit leegyszerUsi-
tette, de az érdekldddk utana nézhetnek pl. a kapcsolédd Wikipédia
oldalon [14]-ben vagy [15]-ban is.

Kévetkezdleg egy hasonlé jellegl tétel igazolunk mint Perron kri-
tériuma, ugyanakkor a bizonyitasa kicsit egyszertibb annal. A tétel
Panitopol és Stephanescu [9] eredménye.

3.8. TETEL. Legyen f(x) € Z[x] egy
f(x) = anz" + apn_12™t+ -+ + a1 + ao,
polinom, ahol
lao| > |ar] + [az] + - -+ + |an—1] + |an]|.

Tegylk fel, hogy ao prim vagy +/|ao| — +/|an| < 1 (elég ha a két
feltetel kbzil az egyik fennall). Ekkor f(x) irreducibilis.

Példak.
a) Ha p prim, akkor az ™ + ™ + p polinom irreducibilis.

b) Tetszbleges a egész szamra az ax™ + ™ + a + 2 polinom
irreducibilis.

A 3.8. Tétel bizonyitasa. Legyen o, as, . .., a, az f(x) polinom
gyOkei. Ekkor
|Oéi| > 1.
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Valoban, tegytk fel, hogy az allitassal ellentétben valamelyik i-re
|a;| < 1. Ekkor:

—1
ag = —(ana + ap_10]” " + - + a104).
A haromszdg-egyenlotlenség szerint

lao| < |anal| + |an—1al 7 + -+ + |a1y]
= |an| |oi]™ + |an—1| |&" 7 ] + - - - + |aq] |ag]

< lan—1| + |@n—2| + - - + [a1]| < |ao,

ami ellentmondas.

TegyUk fel, hogy létezik g(x) és h(x) polinom, amelyre
f(x) = g(x)h(x),

ahol deg g,deg h > 1. Legyen
g(z) =bx" +b._1x" '+ .-+ bz + by

és
h(z) = csx® + co_125 1 + -+« + 1 + ¢y,

El6szdr azt tesszik fel, hogy ag prim. Ekkor ag = bgcy. Igen am,
de ag prim, tehat by €s ¢y valamelyike +£1. Mondjuk by = +1. A
g(x) polinom gydkei részhalmazat alkotjak az f(x) polinom gybke-
inek, tehat a gydkok az a;-k kézul kerlinek ki, mondjuk g(x) gybkei

(0 ATNC LTI N 8 740
A gyOkok és egyltthatok kdzotti 6sszeflggés szerint

|b0| - |br||a1|'|a2|"'|ar|a (31)
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de minden i-re |a;| > 1, a foegyUtthatéra pedig nyilvan |b,.| > 1,
azaz |bg| > 1, ami ellentmondas.

Ezutan tegyuk fel, hogy /|ao| — +/|an| < 1. Akarcsak az el6-
z6 esetben, most is hasznalhatjuk az eddig bevezetett jel6léseket.

Ekkor (3.1)-bdl adédban

|b0| > |b’r| o
Tehat
|b0| Z |br| + 1.
Hasonldan
|CO| 2 |Cs| + 1.
Azaz
lag| = |bo| - |col
> (|br] +1) - (les| + 1)
= |br| . |CS| + |br| + |CS| +1
> |by| - |es| + 24/]br] - [es| + 1
= |lan| + 2V/]an| +1
2
= (\/|a,n| 1 1) .
lgy

Viao| > Vlan| + 1,

ami ellentmond a feltételezéslinknek. Ezzel a tételt belattuk.
Az érdekesség kedvéeért leirjuk Cohn kritériumat is (Id. [1], [12]).

3.9. TETEL. A p primet irjuk fel tizes szamrendszerben:

p=a,10" + a,_110" ' + ... + a,10 + a,.
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Ekkor az

f(CB) — anwn + afn—lmn_1 + -+ a1+ Qo,
polinom irreducibilis.

A tétel tizes helyett tetszbleges szamrendszerben is igaz Id. [1].

Természetesen a polinomok kapcsan egyéb kérdéseket is felvet-
hetiink, nem csak irreducibilitassal kapcsolatosokat. Itt van mind-
jart egy az algebraban mar jaratos olvasdknak szant feladat, amely
Pélyatol és Szegotdl [12, 0. 132] szarmazik.

3.10. FELADAT. Ha egy f(x) € Z[x] polinom csak négyzetszamo-
kat vesz fel, akkor vajon mindig igaz-e, hogy f(x) = g*(x) alakd,
ahol g(x) € Z[x]?

Van a feladatra (viszonylag elemi) algebrai megoldas is, de ha
gyors megoldast szeretnének talalni, akkor javaslom az exponencia-
lis és karakter 6sszegek tanulmanyozasat, amely targyként az ELTE
MSc matematikus szakan is felveheto.

Ezt a kérdést tébbvaltozds polinomokra Murty [7] altalanositotta.
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4. Amikor halmazokat adunk ossze...

4.1. Cauchy-Davenport tétel

Az els6 ismert eredmény az additiv csoportelméletbdl a hires
Cauchy-Davenport tétel, mely a fejeztiink témaja lesz. Elbészér egy
Uj definicié kovetkezik. Az A és B C Z,, halmazok 6sszege az

A+B={a+b: a€ A, be B}

halmaz, amely nem ,multihalmaz”, azaz minden elem egyszer sze-
repel az 0sszeghalmazban.

A kovetkezd tételt Cauchy [1] fedezte fel 1813-ban, majd Daven-
port [2] (nem ismerve Cauchy eredményét) ujra felfedezte 1935-ben.
(Id. még pl. [3]).

H. Davenport A. Cauchy

A tétel also becslést ad |.A + B|-re |.A| és |B| figgvényében, ha
A és B a Z, halmaznak nem uUres részhalmazai, ahol p prim.

4.1. TETEL. (Cauchy-Davenport) Legyen p prim és A,B C Z,
nem tres részhalmazok. Ekkor

A+ B| > min{p, |A| + |B| — 1}.
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A 4.1. Tétel bizonyitasa. A kévetkezd lemmat hasznaljuk:
4.2. LEMMA. Legyen A C Z,, d € Zp, d # 0. Ha
A4 dC A,
akkor
A = Zp.

A 4.2. Lemma bizonyitasa. Ha A + d C A, akkora € A —>
a + d € A. Ezt az allitadst tdbbszo6r alkalmazva kapjuk

a,a+d,a+2d,...,a+ (p—1)d € A. (4.1)

De a,a + d,a + 2d,...,a + (p — 1)d egy teljes maradékrend-
szert alkot modulo p, mivel a fenti halmaznak p darab eleme van, és
barmely két elem inkongruens modulo p. Valéban, ha

a+id=a+jd (mod p)
egy 0 < 4,5 < p — 1 parra, akkor

tid=jd (modp) /:d
t=j (mod p)

i = .

igy (4.1) alapjan

Mivel A C Z,, szintén fennall:



4.3. LEMMA. Legyen A C Z,, x,y € Z,, x # y. Ekkor ha
A+xzC A4y,
akkor
A = 7Zp.
A 4.3. Lemma bizonyitasa. Ha A + x C A + y, akkor
A+ (x—y) C A
Legyen x — y = d, ekkor
A+dC A
A 4.2. Lemma alapjan A = Z,.

Feladat
Bizonyitsuk be a Cauchy—Davenport tételt ha |B| = 1 vagy
|1B| = 2.

Megoldas
Legyen

A={aj,az,...;an},

B = {/6131829'”31671}

Ha n = 1, akkor

A+ B|=|A+ B =|Al =m
=m+1—1=m-+n—1.

igy n = 1 esetén belattuk a tétel allitasat.
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Kévetkezbleg azt az esetet tanulmanyozzuk, amikor n = 2.
Legyen B = {81,062} jeldlje d a két elem kilénbségét, azaz

d= 83— Bi.
B1 # B2 (mod p) = (d,p) = 1.
Két esetet kuldnbdztetiink meg.
l. Eset: A+ d C A.
Ekkor 4.2. Lemma alapjan A = Z,, igy A+ B = Z,, azaz
A+ B| = |Zy| = p > min{p, |A| + |B| — 1},
vagyis az |. Esetben fennall a tétel allitsa.
Il. Eset: A+d Z A.

Ekkor 3 a € A, amelyre a + d & A.
Feltehetjik, hogy a = a. gy

al—i—dQA,

a1+ 62— 061 € A,
a1 + B2 — B1 # a; ahol 1 <2 < m,
a1—|—627éai—|—61 ahol 1§z§m,

Ekkor:

{ar + B} N{ai + 61, 1 < <m} =0,
A+B|>21+m=m+4+2—-1=m+n—1.

Ezzel bebizonyitottuk a Cauchy-Davenport tételt n = 1-re és n = 2-
re.
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Amikor |A| = pvagy |B| = p (azaz A = Z, vagy B = Z,),
akkor a tétel trivialis.

Ezutan bebizonyitjuk a Cauchy-Davenport tételt teljes altalanos-
sagaban n-re vonatkoz¢ teljes indukcioval.

Az n = 1 és n = 2 esetben mar lattuk a bizonyitast.

Az indukcios feltevés szerint, feltehetjik, hogy a tételt mar bizo-
nyitottuk minden olyan A’ és B’ halmazparra, ahol

1 < |B| < mn,

és ebbdl kdvetkezdleg beszeretnék latni egy olyan A, B C Z, hal-
mazparra, ahol |B| = n < p és | A| < p. (Ez az indukcids |épés.)

El6szoér tekintsik a kdvetkezd specialis esetet:
l. Eset: Amikor A N B nem Ures, valddi részhalmaza B-nek.

Legyen

AL AuB,
B AnB.

Ekkor B’ val6di nem Ures részhalmaza B-nek, igy
1< |B| < |B| =n.
Az indukcios feltevés szerint:
| A" + B'| > min{p, |A"| + |B'| — 1}, (4.2)

A kdvetkezo6t tetszoleges A és B halmazokra tudjuk:
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B

o |A| + |B| = |[AUB| + | AN B
= |A'| + |B].

Masrészt, be fogjuk latni, hogy
A +B C A+ B. (4.3)

Valéban, tegyik fel, hogy x € A’ = AUBésy € B = AN B.
Bebizonyitjuk, hogy = +y € A + B.

Haxz € Aakkory € Bmiattx +y € A + B. Ha x € B akkor
y € Amiatt x + y € A + B. igy belattuk (4.3)-t.

Ekkor (4.2) és (4.3) alapjan kapjuk, hogy

A+ B| > |A + B'| > min{p, || + |B| — 1}
— min{p, || + |B| — 1}.

Ezzel az |. Esetben belattuk a Cauchy—Davenport tétel allitasat.

Az altalanos esetet (vagyis, ha AN B nem szikségszerien Ures,
valédi részhalmaza B-nek) a kévetkezdkben fogjuk tanulmanyozni.
Ekkor a kbvetkez6t allitjuk:

4.4. LEMMA. Létezik egy ¢ € Z, elem, amelyre BN (A + ¢) nem
Ures valodi részhalmaza B-nek.

A 4.4. Lemma bizonyitasa. Legyen

A: {al,az,...,am},

B = {/61’/6% s ’IB’I’L}
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Ha c-t 8; — a; alakban keressik, akkor BN (A +¢) = BN (A +
B; — a;) nem Ures halmaz, mivel

,BiEB és ﬁizaj—i—ﬁi—ajEA—i—(ﬁi—aj).

Eloszér két elemet rogzitiink B-ben: (-t és G;-t, ahol B, # 3.
Feltehetjik, hogy

A+ (Br — Bi) € A,

mivel kildnben a 4.2. Lemma miatt A = Z,, és akkor a tétel trivilis.
Legyen «; olyan, hogy o; + (Br — Bi) & A. Ekkor

Br € A+ Bi — aj,
Br € BN (A+ Bi — ).
Azaz BN (A + B; — o) # B és nem Ures halmaz (mivel 8; €

BN (A+ B; — «;)), igy valodi részhalmaza B-nek. Ezzel a lemma
allitasat igazoltuk.

Ezutan visszatériink a Cauchy-Davenport tétel bizonyitasahoz.
Rogzitink egy ¢ € Z, elemet, melyre a 4.4. Lemma fennall. A mar
igazolt |. Eset miatt az A + ¢ és B halmazokra alkalmazhatjuk a
Cauchy-Davenport tételt. Ekkor:

A+ B| =|(A+ c¢) + B
> min{p, |A+c| + [B| — 1}
= min{p, |A| + |B| — 1}.

4.2. Erdos-Ginzburg-Ziv Tétel

Az Erdds-Ginzburg-Ziv tétel j6l szemlélteti a Cauchy-Davenport-
tétel alkalmazhatésagat, amelyet szerz6i (Erdds, Ginzburg és Ziv)
1961-ben dolgoztak ki [4].
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4.5. TETEL. (Erdos—Ginzburg-Ziv) Tetszblegesen megadott 2m — 1
darab egész szam kézidl mindig kivalaszthato m darab, amelyek
0sszege oszthato m-mel.

A 4.5. Tétel bizonyitasa. EI6sz0r a tételt csak primekre igazoljuk.

Legyen p primszdm, és jeldljok az adott egészeket
A1,092y ..., a2p_1-gye|. FeltehetJUk, hogy

0<ar<a<...< azx 1 <p.
Ha a; = a;1,—1 valamilyen 1 < ¢ < p — 1-re, ekkor
a; +aiy1+ ...+ Qjyp—1 = Pa; = 0 (Zp-ben),

amibdl a kivant eredmény kdvetkezik. Kilénben meg, definialjuk az
A; kételem{ halmazokat

Ai = {a’ia ai+p—1}
képlettel. A Cauchy-Davenport tétel ismételt alkalmazasaval

[A1+ As+ ...+ Ayy} > min{p, |As| + ...+ [Ap1| — (p— 2)} = p.

Azaz azt kaptuk, hogy minden mod p maradékosztaly felirhatd
p — 1 darab elem 6sszegeként, ahol az elemek a a1, asz,...,azp_2
halmazbdl valdak. Specialisan —a,,_ is felirhatd, amely egyenletet
rendezve, megkapjuk a tétel allitasat.

A jévdben az Erdds-Ginzburg-Ziv tételt EGZT-nek réviditjik.

4.6. LEMMA. Az EGZT primekre igaz.

Ezt az allitast most lattuk be.
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4.7. LEMMA. Ha az EGZT igaz az m €s n természetes szamokra,
akkor mn-re is igaz.

A 4.7. Lemma bizonyitasa. El6szdr k-ra vonatkozo teljes indukci-
6val belatjuk, hogy k& - m 4+ m — 1 darab egész kdzul mindig kiva-
laszthatd a1, as, . . ., ar, €gészek, melyekre 0 < 7 < k — 1 esetén

Aim+1 + Qimt2 + - o« + AG11)m (4.4)
oszthaté m-mel.

igy k = 1 esetén az allitas egyszeriien az EGZT az m modulus-
ra, amelynek igazsaga a 4.7. Lemma feltételei kdzott szerepel.

Ezutan tegylk fel, hogy az éllitast igazoltuk & - m + (m — 1)
darab egészre és beszeretnénk bizonyitani £ - m + (2m — 1) =
(k 4+ 1)m + m — 1 darab egészre.

Az indukcids feltevés szerint léteznek a4, as, . . ., ar, €gészek,
melyekre

Aim+1 + Qim42 + -« + QGr1)m
oszthaté m-mel,ha 0 < i < k — 1.

Egy révid idore toréljik ki a halmazunkbdl az aq,as,. .., apm
egészeket.

Ekkor csak 2m — 1 darab egész marad, amelyek kézul kivalaszt-
hatunk m darabot, agy hogy az ésszeglik oszthatd m-mel. Jeldljik
ezeket a szamokat

Arm41y Akm+429 « + « 9 akm+m'me|'

(Ez az EGZT az m modulusra.) Igy belattuk (4.4)-t.
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Ezutan (4.4)-t hasznéaljuk £k = 2n — 1-re, és azt kapjuk, hogy

Cn—1m+m—1=2nm—1

darab egész kozott létezik (2n — 1)m darab, nevezetesen
A1, A2, ... 02n—1)m, Melyekre
a'?,'m, azm ¢ o0 a 1 m
b; g +1 + +2 + + (i+1) (45)
m
mindig egész szam, ha 0 < ¢ < 2n — 2.
Ha az EGZT hasznéljuk az n modulusra és a by, by,...,bs,_2

egész szamokra, azt kapjuk, hogy a b; egész szamok kdzétt van n
darab, melyek ésszege oszthatd n-nel.

Tekintstik most azokat az a;-ket, melyek 6sszege meghatarozta
a fenti n darab kivalasztott b;-t (4.5)-ben. Ezekbdl az a;-kbdl 6ssze-
sen nm darab van, és az 6sszeguk oszthatdé nm-mel. Ezzel a tétel
allitasat belattuk.
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5. Egy diofantikus egyenlet

A fejezetben a kbvetkezd feladattal foglalkozunk:
5.1. FELADAT. Keressik meg a
3% + 4% = 5¢
egyenlet 6sszes nem negativ egész megoldasat.
Létezik ennek a feladatnak egy kdnnyitett valtozata is, mégpedig:
5.2. FELADAT. Keresslk meg a
3" 4 4" = 5"
egyenlet 6sszes nem negativ egész megoldasait.

Vigyazat a kdvetkezOkben a feladatok megoldasai kévetkeznek!
Eloszér a kbnnyebb feladatot nézzik meg.

Itt csak azt kell észrevenni, hogy az 5™ sokkal gyorsabban nd
mint a 3" + 4™. Precizen megfogalmazva: n > 3 esetén:

3" 4+ 4" < 5"
Ezt teljes indukcidval bizonyithatjuk. Kezddlépés: n = 3 esetén
3% + 4% =91 < 125 = 55,

Indukcids lépés: Feltesszik, hogy az éllitds igaz n = k-ra, azaz
3k 4+ 4% < 5*. Ebb6l bebizonyitjuk, hogy n = k + 1-re. Ekkor a
bizonyitandé allitas

3k+1 _|_4k§+1 < 5k+1.
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Valoban:
3k—|—1_|_4k—|-1 < 4_3k_|_4k—|-1 :4_(3k+4k) <4_5k < 5’6—{—1.

Ezzel az allitdsunkat belattuk. Az n = 0, 1, 2 eseteket megnézve,
azt kaptuk, hogy az egyetlen megoldasa a feladatnak az n = 2.

Kicsit bonyolultabb a helyzet a
3% + 4% = 5¢
egyenlet esetében.

llyenkor a kongruenciamoédszer és a Pitagoraszi szdmharmasok-
ra vonatkoz¢ tétel segit. Kénnyen lathato, hogy ha a > 1 akkor 3¢
oszthaté 3-mal, ha b > 1, akkor 4° oszthat6 4-gyel, és hac > 1, ak-
kor 5¢ oszthatd 5-tel. Ez az egyszer(l észrevétel sokat segit a feladat
megoldasaban, de hogy hasznalni tudjuk, el6szdr meg kell vizsgalni
aza = 0,b = 0 és c = 0 eseteket.

A ¢ szam nem lehet 0 mert 3¢ + 4% > 3% +4° =2 > 1 = 59,

Feltehetd tehat ¢ > 1. Ha b = 0, akkor 3% + 1 = 5¢. Vizsgaljuk
ezt az egyenletet modulo 4:
3 +1=5° (mod 4)
(-1D)*4+1=1° (mod 4),
igen am, de itt a baloldal mindig 0-val vagy 2-vel kongruens modulo

4, mig a jobboldal 1-gyel, ami ellentmondas. Tehat b > 1 is feltehe-
to.

Végil legyen a = 0. Ekkor 1 + 4% = 5¢. Ha modulo 3 vizsgaljuk
az egyenletet csak az derdl ki, hogy c paratlan, hiszen ekkor:

1+ 4°=5° (mod 3)
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14+1°=(-1)° (mod 3)
2=(—1)° (mod 3).
llyenkor egy Ujabb modulus szikséges ahhoz, hogy tovabblépjunk.
Ez pedig most a 8-as lesz. Ha b = 1, akkor 1 + 4 = 5: megkaptunk
egy megoldast, nevezetesena = 0,b=1,c = 1. Ha b > 2, akkor
8 | 4% tehat:
1+4°=5° (mod 8)
1=5° (mod 8)

Készitslink egy tablazatot az 5 hatvanyok 8-as maradékaival

c 1]2]3]4]...
5° (mod 8) | 5|1 |5[1|...

Lathatd, hogy ez a tablazat periodikus 2 hosszal, és 5¢ = 1
(mod 8) csak akkor lehetséges, ha c paros. Ezzel megint ellent-
mondasra jutottunk, hisz az elébb bebizonyitottuk, hogy ¢ paratlan.

A fenti mddszert kongruenciamoédszernek hivjuk.

A tovabbiakban feltesszik, hogy a,b, ¢ > 1, és szintén a kong-

ruenciamaodszerrel folytatjuk a megoldast.
Vizsgaljuk meg el6szér az egyenletet modulo 3:

3 + 4> =5° (mod 3)
4°* = 5° (mod 3)
1> = (—=1)¢ (mod 3)
1=(—1)° (mod 3).

Az utolsé kongruenciabdl latszik, hogy c paros. Ezutan a 4-es
modulussal prébalkozunk:
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3% + 4> =5° (mod 4)
3 =5° (mod 4)
(—1)*=1° (mod 3)
(-1)*=1 (mod 3).

Ebbdl addéddan a is csak paros lehet. Tovabb azonban hiaba
probalkozunk mas modulusokkal, nem jutunk kdzelebb a feladat
megoldasahoz. Szerencsére, az kiderllt, hogy a és c paros, te-
hat a = 2a,, ¢ = 2c¢;, ahol a;,c; € ZT. Ekkor egyenletliink a
kdvetkezd alaku:

3(1 _|_ 4b — 56
320,1 _|_ 22b — 5201
(3%)% + (2)° = (521)*

Vagyis van itt egy primitiv pitagoraszi szamharmas: 3%, 2%, 5.

Legkorabbi szamelméleti emlékiink pitagoraszi szdmharmasok-
rol egy agyag tablatéredék kb. i.e. 1800-bdl valé és Mezopotamiabdl
szarmazik. Ugynevezett pitagoraszi szamharmasokat tartalmazott,
azaz olyan a, b, c egész szamokat, amelyre a? 4 b* = c2. A szam-
harmasok tul nagyok ahhoz, hogy egyszer( prébalgatassal talaltak
volna 6ket. A Plimpton 322 névre keresztelt tabla, igy nézett ki:
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Egy a, b, c pitagoraszi szamharmas primitiv, ha a legnagyobb ko-
z6s 0sztojuk 1.

Azonban létezik a primitiv pitagoraszi szamharmasok felirhatéak
paraméteres alakban, amely a kévetkezo:

5.3. TETEL. Legyen a, b, c primitiv pitagoraszi szamharmas. Ekkor
Ju,v € ZT,u > v, (u,v) =1, u Zv (mod 2), hogy

a=u?—v% b=2uv, c=u®+v>

vagy forditva

a =2uv, b=1u?—v% c=u®+ %
A tétel bizonyitdsa a legtdébb elemi szamelmélettel foglalkozo
kényvben megtalélhato, Id. pl. [1], [5], [6], [7], [8] vagy [9].

Fontos megjegyezni, hogy a tételben szerepld paraméteres alak
nem adja ki az 6sszes pitagoraszi szamharmast, hanem csak a pri-
mitiveket. De ezekbdl az 6sszes pitagoraszi szamharmas kdénnyen
megkaphatd, ha bevezetiink egy Ujabb paramétert mondjuk k-t, és
beszorozzuk vele a harmas 6sszes tagjat.
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Térjunk vissza a feladat megoldasahoz. Tehat
(3%1)% + (2)° = (52)*

egy primitiv pitagoraszi szamharmas, azaz u? — v?, 2uv, , u? + v?
alakd. Mivel itt u Z v (mod 2), ezért u? — v? paratlan, 2uv pedig
nyilvan paros. Ez csak ugy lehet (itt hasznaljuk, hogy 3%* paratlan
és 2% paros):

31 — 42 — p?

20 — 2uw

5 — u? 4+ 2.

A kbzépsd egyenletbdl adddik, hogy u és v kettdhatvany. Az elsd
egyenlet szerint pedig

3" = (u — v)(u + v).

Vagyis u — v és u + v haromhatvany. Itt u — v és u + v ké6zU0l u + v
a nagyobb. Ha uw — v > 1, akkor u — v és u + v is oszthaté 3-
mal, tehat az 6sszegik és kilénbséglk is. Azaz 3 | 2u, 2v, vagyis
3 | u, v. Ez azonban ellentmond annak, hogy u és v kettdhatvany.

Tehat u — v = 1. Két kettbhatvany kilénbsége csak akkor lehet
1, ha az egyik a 2 a masik az 1. Vagyis u = 2 és v = 1. Ekkor
3 =u? —0v? =3
20 = 2uv = 2

54 = u? + v? = 5.

Tehatay = 1,b = 2, ¢, = 1. Vagyisa = 2a; = 2,b = 2,¢c =
2c¢,; = 2. Ezzel az egyenlet 6sszes megoldasat meghataroztuk, és
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azt kaptuk az (1,0,1) és (2,2,2) szamharmason kivll nincs mas
megoldas.

Diofantikus egyenletek elemi megoldasa soran sok mas trikk is
bevethetd. Errdl Andrescu, Andrica és Cucurezeanu [1] irt egy kitQ-
nd kdnyvet, melyben az elmélet mellett szamos feladat is szerepel.
Itthon Debrecenben van egy kitlind diofantikus szamelméleti iskola,
ahol az elemi mddszerek mellett mélyebb eszkdzbket (pl. Baker-
mébdszer, S-egyenletek, s.i.t.) is tanitanak.

Jan-Henrik Evertse és Gyory Kalman tobb kényvet is irt a Dio-
fantikus egyenletek elméletérdl [2], [3], [4] ezeket azonban inkdbb
felsdbb éves hallgatéknak, PhD diakoknak ajanljuk.
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6. Lanctortek és Pell egyenletek

A fejezetben eldszér a lanctortek és Pell egyenletek altalanos
elméletét ismertetjik Ben Lynn [10] munkaja alapjan. Majd az utol-
sO alfejezetben Keith Conrad [3] cikke alapjan megismerkedink az
altalanositott Pell egyenletekkel. Az érdekl6dd olvasék magyar iro-
dalmat is talalnak a tertleten, pl. a [5], [6] és [12] kdnyvekben.

A Pell egyenletek térténete egészen i.e. 400-ig nyulik vissza, az
Okori Indiaig és Gorégorszagig, ahol az

x?—2y* =1
és
x? —2y* = —1

egyenletek egész megoldasait tanulmanyoztak a v/2 kdzelitése cél-
jabél.

A mai Pell-egyenletek neviket John Pell matematikus utan kap-
tak, aki Angliaban ujra divatba hozta a terUletet.
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6.1. Lanctortek - Alapok

A lanctérteknek sok gyakorlati alkalmazasuk van, mind az 6kor-
ban, mind a mai napig. Hasznaljak valés szamok racionalisakkal
valo kozelitésére, a Pell-egyenletek megoldasara, de pl. a wifi ha-
|6zatok sebességének optimalizalaséara is (Id. [2]). Emlithetjik itt
nagy meéretll matrixok sajatértékeinek, sajatvektorainak kiszamita-
sat is (Lanczos algoritmus [9]). Hasznaljak még nagy szamok gyors
faktorizalas soran is [11], s6t egy komoly RSA tamadas is alapoz6-
dott lanctortekre [4] (ezekrbl bdvebben magyarul is olvashatunk pl.
[7]-ban).

6.1. DEFINICIO. Az egyszerl lanctért egy

1

T = ap+
a + ———
1
as + —
alaku kifejezés, ahol aqg nem negativ egész szam (tehat akar 0 is
lehet), a1, as, as, ... pedig pozitiv egészek. Jelblése:

[ao; A1 A9« o ]

Amennyiben a-nal megallunk, tehat

[ao; a1, a2, ...,aK] = ag + (6.1)

a, +

ap_1 + —
ag

kifejezést tekintjik, s annak értékét kiszamitjuk, megkapjuk a k-adik
kdzelitd tort értékét, ’;—:—t.
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Az elsd harom kozelitd tort:

Do
— = Qo,
do
P1 1 apa; + 1
—=ay+ —=—,
a1 a; a;
Do 1 apaiaz + ap + as
— =ag + =
q: 1 ajaz + 1
a; + —
asz

Teljes indukcidval be lehet latni, hogy

Pk = QpPr—1 + Pr—2
gr = 0rqr—1 + qr—2,

(6.2)

ha £k > 2. Ehhez el6szér csak azt latjuk be, hogy ha a (pk, qr)

sorozatota pg = ag, qo = 1, p1 = apa1 + 1, g1 = a,-vel és k Z 2

esetén (6.2) rekurzioval definialjuk, akkor

Dk 1
— = ag + :[ao;aflaa’%""a’k]
dk 1

a +

1

ag_1+ —
ag

(6.3)

valdban fenndll. A masodik lIépés soran belatjuk, hogy pr €s qi
legnagyobb kdzds osztdjara (pr, qr) = 1 teljesil, s ebbdl allitdsunk

valéban kovetkezik.

lgazabdl az elsd |épés soran tébbet igazolunk. Belatjuk, hogy
a (6.2) rekurzidval megadott sorozat esetén (6.3) tetszdleges valds

a;-kre fenndll. (Viszont pi. és q;. csak akkor lesznek biztosan relativ

primek, ha a;-k egészek.)
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Az indukcid kezddlépései:

Do
Po = Gg, Qo = 1, [ag] = —,
do
1 D1
pP1 = @pa1,q1 = a1, [ag;a1] = a1 + — = —.
a q1

Ezutan ratérhetiink az indukcids lépésre. Tegylk fel, hogy (6.3)-t
belattuk £k = n-re. Belatjuk K = n + 1-re is. Ehhez bevezetlink egy
a’ szamot: a!, = a,, + ——. Ekkor:

An41

o+ = Qo+
a + a; +

ap-1 +——— Qp-1+ —

1 a;
ap +

an+1

De itt a jobboldalon mar eggyel kevesebb lanctért jegy van. Tehét
hasznalhatjuk az indukciods feltevést:

a,’ Pn-1+ Pn_s (an—l + i) Prn—1+ Pn—2
l[ag; a1, ...y an 1] = ; = )
an'Gn-1+ Gn—2 <an—1 + a) Qn—1 1+ Qn—2

(an—lanﬁ+'1)pn—1'+'anpn—2
(an—lanﬂ+'1)qn—l'+'anqn—2
an(an—lpn—1+‘pn—2)+‘pn—l

an(an—lq'n,—l + Qn—2) + gn-1
anPn + Pn—1 . Pn+1

anqn'+'qn—l-_-qn+1

valéban.

6.2. FELADAT. Bizonyitsuk be teljes indukcioval az alabbi lemmat.
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6.3. LEMMA. Ap() = ag,q = 1, p1 = apa1 + 1, q1 = a; és ha
k>3

Pr= QPr—1 + Pr—2
gr= arqr—1 + qr—2

rekurzioval megadott py, q,. Szamokra fennall a

PrQr—1 — Pr_1qr = (—1)F 1. (6.4)

Osszefliggés.

A bizonyitas kivitelezését az olvaséra bizzuk.

A prgi_1 — pr_1qr = (—1)F! Gsszefliggésbdl adodik, hogy
(pk, qx) = 1, hiszen ha d = (px, qi), akkor

d | pe@r_1 — Pr_1qr = (—1)*71,

amibdl d = 1. Ezzel belattuk, hogy a lanctért alakkal megadott
kdzelitd tortek (Id. (6.1)) és a rekurzidval megadott kdzelitd toriek
(Id. (6.2)) valéban azonosak. Azért szeretjik jobban a rekurzidval
megadott definiciét, mert az nem egész a;-k esetén is kébnnyen ér-
telmezhetd. Erre késbbbi bizonyitasok soran nagy szikség lesz.

A (6.4) egyenletet grqr_1-gyel leosztva

Pe  Pr1 (—1)F!

qr dr—1 qrqr—1

adddik, azaz az egymast kdvetd kbzelitd tortek tavolsaga 0-hoz tart,
illetve a kilénbség mindig eldjelet valt, amibdl kdvetkezik, hogy a
lanctdrt mindig egy valdés szamhoz tart.
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Szintén teljes indukcidval bebizonyithat6é a kévetkezo feladat:

6.4. FELADAT. A fl’—: kézelito tértekre fennall
PrQr—2 — QPr—2 = (—1)*Lay.

A feladat megoldasat az olvasora bizzuk. Ebbdl latszik, hogy a

sorozat monoton novekvd, azaz

Po P2 Pa
9 9 9 e B . . o
do” 27 4 alulrdl kozeliti a hatarértéket,
P ps Ps sorozat monoton csokkend, azaz
a, g, q_5, e o o

felllrol kozeliti a hatarértéket.

6.5. FELADAT. Hatarozzuk meg az

[152,2,2,...] =1+

2+
2
14—

lanctort értéekét.

A 6.5. Feladat megoldasa. Vegylk észre, hogy A-val jelbélve a
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lanctort értékét

A=1+ =1+
2+

AA+1)=(A+1)+1
A% =2,

amibdl A = /2, hiszen A pozitiv.

6.6. TETEL. Legyen a nem negativ valés szam. Ha « irracionalis,
akkor egyértelmi a lanctért alakja, ha racionalis, akkor kétfélekép-
pen irhatd lanctért alakban, nevezetesen

[aﬂ; A1y A2y ¢y Qp_1yQn, 1] = [CLO; A1y A2y eeesp_1y0y + 1]-

A 6.6. Tétel bizonyitasa. Legyen

T; = [@i5Qi41,Qig2y ... ]
Ekkor:
1
T; = a; +
L1

Itto < - < 1,azaz ha i # 1 (x;41 # 1), akkor

Tit+1 —

a; = [332],

vagyis a lanctortjegyek egyértelmiien adédnak. Ha egy =;.1 = 1,
akkor a szam racionalis, és a tételbeli két feliras adddik.
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Van egy kis hidnyossag ebben a bizonyitasban. Mitérténik akkor,
ha a lanctért végtelen és a kbzelitd tértek egy raciondlis szamhoz
konvergalnak? llyen szdmnak haromféle elballitasa is lehet. Ezen
ugy segqitlink, hogy egy teljes indukciot becsempészink a bizonyi-
tasba.

Az 1 nevezdjl tértekre igaz az allitds. Ha belattuk az allitast
n =1,2,...,k nevezbre, akkor az n = k + 1 nevezore is tudjuk,
hiszen ha a nevezdje k + 1, akkor

1
a = ap+ —,
I1

ahol x; nevezdje < k. Innen az indukcios feltevést hasznalva adé-
dik az allitas.

6.2. Racionalis szamok kozelitése lanctortekkel

A kbvetkezOkben a  és az e konstansoknak irjuk fel a lanctért
alakjat par szamjegy pontossaggal:

~=[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1, ...]
e=121,2,1,1,4,1,1,6,1,...,1,2k,1,...]

Amikor a nevezetes konstansok valamelyikét, pl. a
7 = 3.141592...-t racionalis szamokkal becsuljik, gyakran
kdzelitd térteket hasznalunk, pl.

1 22
T~3+-=—=3.142867...
7 7
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vagy kicsit pontosabban

1 333
T™~3 4 =106=3.141509...

. 1
* 106

Ennek okai olyan altalanos tételekben rejlenek miszerint egy ir-

raciondlis szamot legjobban a kdzelitd tortjeivel lehet becsiini. Az
alfejezetben ezt a témakoért jarjuk kordl.

6.7. TETEL. Legyen 1—; az o nem negativ valés szamnak egy kézelitd
tortie. Ha zl: kézelebb van a-hoz mint %, akkor q' > q.

A 6.7. Tétel bizonyitasa. Emlékeztetiink arra, hogy a kdzelitd tortek
konvergélnak a-hoz, és felvaltva, alatta, illetve felette vannak a-nak.
Tudjuk

Prdi—1 — qePr—1 = (—1)F 71

A kovetkezd lemmat hasznélva adddik a tétel allitasa:

6.8. LEMMA. Tegylik fel, hogy

a c a’

b Sad v’

ahol ab' — a’b = —1. Ekkord > bésd > b'.

A 6.8. Lemma bizonyitasa. Azt bizonyitjuk csak, hogy d > b/,
hiszen d > b bizonyitasa teljesen hasonlé ehhez. Valéban:

c S a
d b
Ekkor:
cb — ad c a a a a'b — ab’ 1
<K —=-< == - = — .
bd d b b’ b b’b b’b
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Itt ¢b — ad > 0, tehat ¢cb — ad > 1, vagyis
1 cb — ad 1
< <
bd — bd b’b
b < d.

A bizonyitas b < d-re hasonlo.

6.3. Approximacioé lanctortek kozelito tortjeivel

Egy nagyon fontos lemmaval kezdiink, amelyet tébbszér is hasz-
nalunk a fejezetben.

6.9. LEMMA. Legyen a lanctértliink o« = [ag; a1, a2,...], €S legyen
a k-adik kiegészité tort

T = [ak; Ak11, Akr2y .-+ |-

Ekkor
Trp4+1Pk + Pr—1

Tr+19k + Qr—1 .

A 6.9. Lemma bizonyitasa. Valéjaban « felfoghat6 ugyis, mint egy
véges lanctort: [ag; a1, as, ..., ar, Trr1]. Most ugyan a jegyek nem
egészek, pontosabban a k + 2-edik jegy nem egeész.

Definialjuk a p; és q; szdmokat a po = ag, go = 1, p1 = apa;1+1,
q1 — al'Vel és a

Pe = QyPy—1 + Po—2
q¢ = apqe—_1 + qe—2,
ha k > £ > 3, valamint

/
Pri1 = Tk+1Pk—1 1 Dk—2
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14
Qi1 = Th+19k—1 T Gr—2,

Ezzel a rekurzidéval megadott sorozatra fennall a fejezet legele-
jén bizonyitott (6.3) képlet (mégpedig k helyén k + 1-gyel és ahol
az utolsé lanctért jegy mar nem ag.1, hanem =z, ), ha azt az
a = [ap;aq,as, ..., ak, 1] l&nctértre alkalmazzuk. (A (6.3) kép-
let bizonyitasa soran sehol nem hasznaltuk, hogy a szamjegyek
egészek.)

A fenti véges lanctértben a k + 1-edik kdzelitd tért maga a szam

o, ezért
/
Prt1 o — Trp4+1Pk + Pr—1
Qjot1 Trr1qk + Qr—1

Ezzel a lemmat belattuk.

Ekkor

o — Pk _ Tk+1Pk + Pr—1 _ P

gk Trp+1qk + Q-1 gk
Pk—19k — 9k—1Pk

qr(Tr+1qk + qr—1)
(—1)*

ar(Tr+19K + Qr—1) .

It
Ti+1qk + Q-1 = Qk+1G9k + Qk—1 = Qr+1 = Qk
Forditva pedig

Tr+1qk + qr—1 = (Tr41 — ak)qr + arqr + qr—1
= (Tr+1 — k) qk + Qi1 < Gk + Qi1
< 2Qg+1-

E két becslésbol a kovetkezd adodik:
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6.10. TETEL. Legyen z—: kézelitd tértie a nem negativ valos o-nak.

Ekkor
1

2qrqr+1

1 1
< < .
qrqr+1 qi

_ P
qr

<|a

A tételben a forditott irdny is nagyon érdekes, ez lesz a kbvetkezd
alfejezetiink témaja.

6.4. Lanctortek - Approximacio

A kdvetkezdkben egy olyan tételt igazolunk, mely mind a diofanti-
kus approximacié egyik alaptétele, s melynek segitségével a késob-
biekben latni fogjuk, hogy lanctdrtek segitségével, hogyan oldhatdk
meg az un. Pell-egyenletek.

6.11. TETEL. (Lagrange) Ha

< —, (6.5)

ahol p és q relativ primek, akkor P az « lanctértjének egy kézelitd

o q
tortje.

A bizonyitas a kdvetkezd lemman alapul:

6.12. LEMMA. Ha
B P+ R

a6 = —"—"—"",
Q¢+ S
ahol( > 1és P,Q, R, S egész szamokra

Q>S>0, PS— QR = +1,
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akkor £ és g két egymast kévetd kbzelits tértjie o Ianctért alakjanak.
Amennyiben % azn — 1-edik kézelito tort, g pedig az n-edik, akkor
¢ az ugynevezett n + 1-edik kiegészitb lanctért, vagyis
1
C = Qnp+1 + —

1
Apn4-2 + _

ahol a;-k az o« szam lanctért szamjegyei.

6.12. Lemma bizonyitasa: irjuk fel g-t lanctért alakban:

6 = Qo -|— = — (66)

An—-1 + -
an

Itt tetszés szerint feltehetjlk, hogy n paros vagy paratlan, ugyan-
is minden véges lanctortnek két alakja van, az egyikben a lanctort
jegyek szama paros, a masikban paratlan. Ez az allitas a kdvetkez6
észrevételre alapozodik: ha ap > 2, akkor:

1 1
ao+ = ap+
ap + ap +
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igy (6.6)-ben valaszthatjuk Ggy n paritasat, hogy
PS —QR=(—1)"1

teljesiiljon. Ekkor (P,Q) = 1, Q > 0 és (pn,q,) = 1. gy (6.6)
alapjan P = p,, Q = q,. Vagyis

an - QnR = PS — QR — (_1)n—1 = Pndn—1 — Pn—14n-

Atrendezve
pn(S - Qn—l) = Qn(R - pn—l)-

Mivel (pn, qn) = 1, ezeért

an | S — qn-1. (6.7)

De
g =Q>S5>0, g, > gn_1 >0,
és igy
IS — gn-1| < qn-

De (6.7) miatt ez csak ugy lehet, ha S — ¢q,,_1 = 0. Vagyis
S = dn—1, R =p,_;.

Osszefoglalva az eddigieket

PnC + Dn—-1
o = .
CInC + dn—-1

Tekintsk most azt a lanctdrtet, amelynek az elsd n darab lanc-
tért jegye megegyezik « lanctort jegyeivel, az n + 1-edik lanctort
jegy pedig ,¢”, ami ugyan nem egész szam, de mint mondtuk, egy
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el6zo6 tételben ez nem is kell, hogy kikbtés legyen. A tétel értelmé-
ben, az n + 1-edik kdzelitd tortre z—%—re tudjuk, hogy

p; — PnC + Pn—1,
g, = qnC + gn_1.

irjuk fel ¢-t lanctért alakban, ahol a lanctért szamjegyeit rendre
QApi1sApio, ... j€lOli, vagyis

C — [a’n+1; an+2, an+3, o oo ].

A tételben szerepld feltétel miatt a,,.1 = [{] > 1, igy valéban «
lanctort alakja

a = [ap;ay,az,as,...].

Ezzel pedig a tételben szerepld dsszes allitast igazoltuk.

Térjunk vissza a 6.11. Tétel igazolasahoz. Legyen

ahol a tételben szerepld (6.5) feltétel miatt feltehetd, hogy
1
g = :I:]_, 0 < 0 < 5.

Irjuk fel 2-t lanctort alakban

P a0+ P (6.8)
q




ahol n paritasat tetszés szerint valaszthatjuk, most legyen n olyan,

hogy
e = (—1)""1.
Definialjuk ¢-t az
Cpn'+'pn—1
a = ,
an'+'qn—1
Osszeflggéssel, ahol p,,/q, és pn—1/qn—1 az utolsé és utolsé elotti

kdzelitd tortek §—nak (6.8) lanctort alakjabél. Ekkor

ed  p, _ PnGn-1— Pn-1Gn (1)1

a = - ’
a2 aqn an (Cqn + Qn-1) an (Cqn + Gn-1)

igy
pr— qn
CQn'+‘Qn—1
Mivel 0 < 6 < 1
1 qn—l
= - — > 1.
¢ 0 an

A 6.12. Lemma alapjan % és ’;—" egymast kdvetd kdzelitd tortek o
lanctért alakjaban. Ezzel az allitast igazoltuk.

6.5. Periodikus lanctortek

6.13. DEFINIiCIO. AZ [ap; aq,as, ..., ]| lanctért periodikus, ha 3 N
€s M pozitiv egészek, hogy n > N, esetén

an — an+M .

6.14. TETEL. Minden periodikus lanctért eqy egész egylitthatés ma-
sodfoku egyenlet gydkét reprezentalja.
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A 6.14. Tétel bizonyitasa. Legyen x;, = [a; agt1, akt2,...]. Tud-
juk, hogy létezik m > n, melyre x,,, = x,,. Ekkor
Lp — [an; Apt1yeeeysQm—_1, mm]v

amely felirasban az utolsé lanctértjegy nem egész, de ez nem zavar
most minket.

Jeldlie x,,, kdzelitd tortjeit 22, 22, . .. Prnna Prmon A 6.9. Lem-
0 1

s 7 s 7
qm—n—l qm—n

maban tanult rekurzid szerint
wmp;n—n—l + p;n—n

Ly —
/ /
wmqm—n—l + qm—n

Mivel x,,, = =, igy:
wmp:n—n—l + p;n—n
Ly = 7 7 ’
Lmm—n—1 + 9dm—n
amit rendezve megkapjuk, hogy x=,, eleget tesz egy masodfoku
egész egyutthatos egyenletnek. Ha ¢y = [ag; a1, as, .. .] lanctbrt

kdzelitd toltjei %, %, e fl’—m, akkor a szokott rekurziét felirva

LmPm—1 + DPm—2
Lmdm—1 + dm-—2
is gybke egy masodfoku egész egyutthatds egyenletnek.

g =

Ez onnan latszik, hogy a masodfoku egész egyutthatds egyenle-
tek gyokei felirhatéak r + r2+/D alakban, ahol v, 7, € Q, D € Z.

Ha pedig «.,, felirhaté ilyen alakban, azaz
T = 71 4+ 19V D,

akkor gyOktelenités utan ezt kapjuk, hogy
TmPm—1 + Pm—2
Tmdm—1 + Gm—2

is ilyen alaku. Ezzel a tétel allitasat belattuk.

o =
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6.15. TETEL. Az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet, ahol a,b, c egész,
irracionalis gydkeinek lanctért alakja periodikus.

A 6.15. Tétel bizonyitasa. Jeldljik az irracionalis gyokot x-szel, és
irjuk fel lanctort alakban:

r = [ap; a1,a2,...]
Definidljuk az x; szamokat az
L = [ak; Ar4+1y QK42 - ]
kiegészitd lanctorttel.

Ha bebizonyitjuk, hogy az x; szamok kéz6tt van két azonos, az-
zal belattuk, hogy « lanctért alakja periodikus.

Legyen
x = [ap;a1,a2,...]

kbzelitdtortjei 2o, 2L . mivel
qdo’ q1
x = [ag; @1, A2y ..., Qp—1, Tk),

ezért a 6.9. Lemmabeli rekurzio szerint

TpPr—1 + Pr—2
TrqQr—1 + qr—2

Azt is tudjuk (Id. 6.10. Tétel), hogy

1,
< 5 —eés
i1

Prk—1
qr—1

Pr—2
qr—2

<
- ql%—2

(6.9)

r — r —

A tovabbiakban térjink at az r = pr_1, t = qr_1 €S s = pPr_2,
u = qi_o jelolésekre. Ekkor:

x = M, ahol |ru — ts| = 1. (6.10)
tr, +u
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Ez utobbi a (6.4) képlet kbvetkezmeénye. Tovabba (6.9) miatt

T € S n
w_5+t_2_ﬂ+ﬁ’ ahol |e|, |n| < 1.

Kénnyen lathatd, hogy ha az
ar’+br+c=0

egyenletbe = = 7 kifejezést irva x;, gydke az

Ax?+Bx+C =0
egyenletnek, ahol

A = ar?® + brt + ct?
B = 2ars + b(ru + ts) + 2ctu
C = as® + bsu + cu?.

Amennyiben megmutatjuk, hogy |A|, |B]|,|C|-re adhaté egy
a, b, c és x-t0l fliggod felsd korlat, akkor x; (amint k = 1,2,3,...)
csak véges sokféle masodfoku egyenletnek lehet gydke, és igy van
az xy, kdzott két azonos.

Ez pedig azt jelenti, hogy « lanctérténet alakja periodikus.

Ehhez
é_a<z>2+b3+c
t2 t t
:a<m—i>2—|—b<w—i>—|—c
2 t
) 2aex e?  be
=ax”+ bx +c— — — —

t2 —|—at4 $2°
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De ax? + bx + ¢ = 0. Ezt és |¢| < 1-t hasznélva
|A] < [2az| + |a] 4 [b]

adodik, azaz A korlatos. Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy C
korlatos.

Ami pedig B-t illeti, egyszerl szamolas mutatja, hogy
4AC — B? = (4ac — b?)(ru — st).
De (6.10) alapjan |ru — st| = 1. igy
‘4AC — B2‘ = ’4ac — b2’ .
A haromszdg-egyenlbtlenség szerint:

|B?| — |[4AC| < |4ac — b?|
|B|? < |[4AC| + |4ac — b?|,

azaz B korlatos. Ezzel a tétel allitasat belattuk.

Szerencsénkre, ma mar remek online kalkulatorok vannak ma-
sodfoku egyenletek gybkei lanctort alakjanak meghatarozasara. Az
érdekl6dd olvasdk megnézhetik pl. a link-et vagy link-t is.

6.6. Tisztan periodikus lanctortek
Tegyik fel, hogy a > 1 és
a = [ap;A1,A2, Ak A0y A1, A2y - v o s Ay - - |

egy tisztan periodikus lanctért. Ekkor a 6.9. alapjan
q — Pra + Pr—1
qrLa + qr—1 ’
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igy a gybke a kévetkezd masodfoku egyenletnek:

arx® + (qg—1 — Pr)T — pr—1 = 0 (6.11)

A (6.11) baloldal negativ, ha « = 0, és pozitiv, ha « = —1. Igy
a (6.11) egyenletnek van egy gydke a (—1, 0) intervallumban, ami
kUldnbdzik a-tél, azaz a-nak konjungaltja.

Egy egész egyutthatés masodfoku egyenlet pozitiv gyoket redu-
kalt kvadratikus gydknek nevezzlk, ha egynél nagyobb és a konju-
galtja a (—1, 0) intervallumban fekszik.

6.16. TETEL. Egy valds szam lanctért alakja pontosan akkor tisztan
periodikus, ha redukalt kvadratikus gydk.

A 6.16. Tétel bizonyitasa. Az egyik iranyt mar lattuk. A masik
irAnyhoz legyen a, egy redukalt kvadratikus gyok. Jeldlje f azt a
masodfoku egész egyiltthatds egyenletet, amelynek a gyodke.

Tehat f-nek van egy pozitiv gydke: a, és egy masik gydke a
(—1, 0) intervallumban.

rjuk fel a lanctért alakijat.
a = [ag;ay,az,...]|,
és legyen x; = [ak; akt1, Ggi2y - - - |
Legyen yo az a konjugaltja.

Ekkor a = ag + mil, f(a) = 0, tehat

1
f(aO‘|‘— = 0,

I
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amelyet x,-re rendezve a fentivel ekvivalens, egész egyultthatds
egyenletet kapunk.

Legyen ennek az egyenletnek a masik gybke y;. Ekkor tudjuk,

f(yo) =0
és
1
f(ao —|— —) = 0.
N
Mivel egyik gyok sem a, ezért a két gyok megegyezik.
1
ap + — = Yo,
N
amibdl
1
Yo — — = ae.
N
Mivel ag > 1, yo < 0, y; = —aoiyo ezért —1 < y; < 0, azaz x;

szintén redukalt kvadratikus gyok.

Az eljarast folytatva azt kapjuk, hogy minden k-ra x; redukalt
kratatatikus gyok és

1
Yk = ap + .
Yk+1
Mivel 0 < —y;, < 1, ebbdl
1
a — {_ ] (6.12)
Ye+1

adédik. Ezutan tegylk fel, hogy az elsd ismétlédés a lanctort jegye-
iben

Qp = Qpyk.
(Mivel a gydke egy egész egyutthatés masodfoku egyenletnek, igy

az el6zo alfejezetbdl, a 6.15. Tételbdl tudjuk, hogy a lanctért alakja
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periddikus, csak azt nem tudjuk, hogy tisztan periddikus. Ezt szeret-
nénk most bizonyitani.) Ekkor:

Ly = Tptk

Yr = Yr+k
és (6.12) alapjan (k helyén r» — 1-gyel):

Ar_1 = Qr_k—1-

Ismételve az eljarast
a=[A0;Q1,02,...yQky Aoy A1yeeey gy |
adédik.
6.17. KOVETKEZMENY. Ha D egy pozitiv egész szam, amely nem
négyzetszam, akkor /D lanctért alakja
VD = [G0; A1, G2y v e ey Qloy 1y By v e vy Gy v - - ]
alaku
Megjegyzés: ugyanez igaz v/ D + n-re is, ahol n € Z.
A 6.17. Kovetkezmény bizonyitasa. Azt kell bizonyitani, hogy ha

VD = [ao;alaa%"']a

1
\/5—(10
a lanctért a-t6l kezdve periodikus.

akkor redukalt kvadratikus gyok, ugyanis ez jelenti azt, hogy

Ehhez az kell, hogy \/ﬁl—a konjugaltja a (—1, 0) intervallumba

esik. Nyilvan a, = [v/D]. Ekkor ——— konjugéltja:

\/5—(10
1 . \/.D—l—a,() _—VD-'—CL()
\/D—ao_ D — a? N D—a2
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Itt0 < D —a2,igyl < D —a?. Tovdbbad —1 < ag — v'D < 0,
ami alapjan

—V D + (0 1))
D_ag € (_1’ 0)3

amit bizonyitani kellett.

A kovetkezd tételt nem bizonyitjuk.

6.18. TETEL. v D lanctért alakja:
vV D = [ag;a1,az,as,...,0a3,02,01,200,0Q1, 0z, .. |,

ahol a periodikus rész palindrom tagja tartalmazhat, illetve nem tar-
talmazhat kb6zépsé tagot.

6.7. Pell egyenletek
Amennyiben D pozitiv egész nem négyzetszam, akkor az
x> — Dy’ =1

egyenletet Pell egyenletnek nevezzik.

6.19. TETEL. Ha D € 7™ nem négyzetszam és v/ D lanctért alak-
jaban a periodushoz k, akkor k | r esetén a ’;—: kézelito tértekre
fennall, a

pi—l - qu_l - (_1)r

Osszefliggés.
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A 6.19. Tétel bizonyitasa. Legyen /D = [a¢; ai,asz, ..., €S x; =
[a;; a;i11, @iya, ... ]. Tudjuk, hogy

L1 = Lr41,

hiszen a lanctort peridédushosszara k | » fennall. Tudjuk, hogy:

\/ﬁ o Lyr41Pr + Dr—1
Lr4+14yr + qr—1

1

TD—ac’ ahonnan

Itt Lpy1 =— L1 =

VD — pr + pr_1(vVD — ao).
qr + qr—l(\/5 - aO)

Rendezve és klldnvalasztva a racionalis részt és v/ D egyutthatdjat:

qr — agqr—1 — Pr—1 =0 (613)
Pr — @oPr—1 — qr—1D =0 (614)

Ekkor (6.13)-bdl ag-et kifejezve, és azt (6.14)-be irva, majd rendez-
ve, azt kapjuk, hogy

—Pr-1qr + qr—1Pr + p72~_1 - qu—l = 0.
Itt
Prdr—1 — Pr—1¢qr = (—1)"71,
amibdl a tétel adédik.
6.20. TETEL. Ha p és q megoldasa az
x? — Dy? = +1

egyenletnek, akkor p, q relativ primek és § kézelité tortie v/ D-nek.
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A 6.20. Tétel bizonyitasa. Tudjuk

- VD - p—VDq _| p* =D
q q (p+ vDq)q
B 1

(p+qvD)q
Amennyiben D > 5, ebbdl, azonnal adédik
p 1
|_ - \/5| < T a9
q 2q?

s a 6.11. tétel szerint 17; kdzelitd tortje v D-nek. Ha D = 2, 3 kicsit
tbbb szamolas szlkseéges:

p> — Dg® = (—1)*
p’ = Dq® + (—1)F
p>+/Dq?—1>+vVDq+1— V2.

1 1
~ (p+qvD)q . (2vDq+ 1 — V?2)
1

<3¢

s megint csak azt kapjuk, hogy 2 kozelité tortje v/ D-nek.

Az eddigiekbdl vilagos, hogy a kdzelitd tortek értékei adjak meg
a Pell egyenletek megoldasait. Ezt tovabb pontosithatjuk a kdvetke-
zovel:

6.21. TETEL. Ha k jeldli /D lanctért alakjaban a periédus hosszat,
akkor az x> — Dy? = +1 Pell egyenlet megolddsait azon % ko-
zelitb tértek adjak, ahol k | r.
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A 6.21. Tétel bizonyitasa. Deinialjuk az x,, kiegészito lanctortet, az

T = [ak; aksi1, arte, . . . | képlettel.

Az a 6.19. Tételbdl vildgos, hogy k | r esetén a p,_1/q,_1 ké-
zelitd tértek egy-egy megoldasat adjak a Pell-egyenletnek, s ekkor

x1 = x4 fenndll.

A kovetkezot szeretnénk bebizonyitani: Ha p,._1, g¢._1 megolda-
sa a Pell-egyenletnek, akkor

Lypy1 =— 1. (615)

Ez valéban elegendd ugyanis, ha P, Q a Pell egyenlet egy meg-
oldasa, akkor az elézé tétel értelmében P/Q kozelitd tortje v/ D-
nek, mondjuk az r-edik kdzelitd tért. Ekkor ha (6.15)-et hasznal-
juk (amit késdbb be is fogunk bizonyitani), akkor azt kapjuk, hogy
x,4+1 = x1. Mivel k a periddushossza a lanctortnek & | r.

Lassuk tehat (6.15) bizonyitasat. A Pell egyenlet jobboldalan al-
16 +1-et lecserélhetjik (—1)"-re, hiszen a paratlan kdzelitd tértek
kisebbek mint +/D, a parosak pedig nagyobbak mint v/D.

Tudjuk, hogy

\/5 _ Tr41Pr-1 + Dr—2
Lr4+14r—1 + qr—2 ’
(@hol »r = 1 eseténa p_; = 1, gq_; = 0 konvenci6t hasznaljuk),

amelyet rendezve
(Pr-1 — VDgqy_1)Try1 = —pr—2 + VDgq,_s.

Megszorozva ezt p,_1 + v Dq,_1-rel, ésap? | — Dq? |, = (—1)",
illetve a pr_1q,—2 — Pr—1q-—2 = (—1)" 6sszefliggéseket hasznalva
331'+1 =V D + (_1)T(DQ7’—1qr—2 - pr—lpr—2)
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adodik, azaz x,., az v/D plusz egy egész szam. Mivel a lanctort
jegyeit gy kapjuk, hogy a kiegészitd tortek egészrészét vesszik
mindig, s a tértrész reciproka az Uj kiegészitd tort, ezért ebbdl adéd-
déan x,,1 = x; valdéban fenndll. Ezzel a bizonyitast befejeztik.

6.22. TETEL. Hap és q legkisebb pozitiv megoldasa az x? — Dy? =
+1 egyenletnek, akkor az 6sszes pozitiv p,,, q, megoldasa az adott
Pell egyenletnek (vagy +1 vagy —1 régzitett elbjellel), megadhato a

(p + VDq)" = p, + vV Dq,

képlettel, ahol n > 0 pdratlan, ha p? — Dq? = —1, és n barmilyen
természetes szam lehet, ha p?> — Dq? = 1.

A 6.22. Tétel bizonyitasa. A tételt csak x> — Dy? = 1 esetben
igazoljuk. TegyUk fel, hogy r, s megoldasa a Pell egyenletnek, és

(p+ vVDq)™ < r+ vVDs < (p + VDq)™ (6.16)
Pm + gV D < 1+ VDs < pmi1 + VDgmo1.

Ekkor p,, + v Dgq.,,-mel osztva (azaz

1 _pm_\’qu

olyan egyenlethez jutunk, hogy

= Pm — qmV D-vel szorozva),

1< t++vDu < p+ VDagq,
ahol
t+uvVD = (r+ sVD)(pm — ¥4,

Ekkor
t — u\/ﬁ = (’I“ — S\/ﬁ)(pm + ]\D/am)’
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és az utdbbi két egyenlotlenséget 6sszeszorozva
t* — Du® = (r* — Ds*)(p?, — Dq?) = 1.

Azaz t,u megoldasa a Pell egyenletnek. Ha megmutatjuk, hogy
t,u > 0, akkor van egy p, g-nal kisebb megoldasunk, és ezzel el-
lentmondasra jutottunk.

Ekkor
t = pm?r — gmsD

Deittr > sv/'D és p,, > q.,,vV D, amibol t > 0.

Az u értéke u = sq,, — g7, de u eldjele azonos

(8Pm — GmT) (8Pm + qmr) = P2, 8* — @ r?
= s’(Dq;, +1) — q;,(Ds* + 1)

2 2
=5 —q..

Mivel s > g, (hiszen tudjuk, hogy p.. + gmVv' D < T + sv/D, azaz
V1+ @D + gnV'D < /1+ 82D + sv/D. Derivélassal latszik,
hogy az /1 + 2D + x+/D monoton névd fliggvény, azaz az utébbi
egyenldtlenségbdl valdban kbvetkezik s > q,,), ezért u > 0.

Az x> — Dy? = —1 Pell egyenlet hasonldéan kezelhetd, csak
(6.16)-ban m-et és m + 2-t irunk m és m + 1 helyén.

6.8. Altalanositott Pell egyenletek

A kovetkezOkben az altalanositott Pell egyenletekre ismertetlink
néhany tételt, bizonyitas nélkll Keith Conrad [3] cikkébdl.
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6.23. TETEL. ROgzitsik w = a + bv/D-t, ahol a?> — Db? = 1,
a,b € 7. Ekkor tetsz6leges n nem nulla egész szamra az

x> — Dy’ =n
altalanositott Pell egyenlet megoldasa felirhato
x + vV Dy = (' + vV Dy')u*

alakban, ahol

il (4 )

2

VIl (Vi + )
2v/D

Tovabba n > 0 esetén az |y’|-re adott felsé becslés élesithetd

(=5) v,
2D 2vD

'] < és |y'| <

Y| <

Megjegyezzik, hogy néhany alkalmazasban elegendd a kicsit

niu
) < Vinlu és Iy < |/

becsléseket hasznalni.

gyengébb

Dario Arpen készitett egy honlapot, amelynek segitségével meg-
talalhatjuk az altalanositott Pell egyenletek 6sszes megoldasat mint
rekurziv sorozatot. A honlap itt érhetd el: link.

Altalanositott Pell engyeleteknél a kongruencia médszer nem
mindig mondja meg, hogy nincs megoldas. Példaul a

x? — 37Ty’ =11 és x®> —194y> = —1

/6


https://www.alpertron.com.ar/QUAD.HTM

egyenleteknek nincs megoldasa Z-ben, de Q-ban van. Pl. x2 —

37y? = 11 megoldasai (3,3) és (32,2); az #* — 194y* = —1
4 13 1 5 1
megoldasai: (3, 5), (135 13)-

Végul egy tétel kdvetkezik, hogy bizonyos altalanositott Pell
egyenletek megoldasait hogy kapjuk meg lanctértekbdl.

6.24. TETEL. Ha az x és y eleget tesz az

x> —Dy*=n
altalanositott Pell egyenletnek, ahol |n| < +/ D, akkor x/y kézelité
tértie a /D lanctért alakjanak.

1
2q27

akkor p/q kozelitd tortje az a-nak. A fenti tételt alkalmazzuk a =

7 _ 1_
v D-re, han > 0, es o = —=-re, han < 0.

A bizonyitas a 6.11. Tételre épull, miszerint ha ‘g — a‘ <
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7. Ramanudzsan és a taxiszam probléma

Srinivasza Ramanudzsan a 20. szazadi matematika egyik legki-
emelkeddbb és legrejtélyesebb alakja. Gyakorlatilag magasabb ma-
tematikai képzettség nélkil olyan felfedezéseket tett, amelyek na-
gyon meglepdek voltak és jelentds hatassal birtak az akkori kutata-
sokra.

1912 és ’13 kOzo6tt tételeit ismertetd leveleket kiildott el6szor indi-
ai, majd angol matematikusoknak. Egy ilyen levelet kapott Hardy is,
aki felfigyelt a rendkivil szegény fiatalember meghdkkentd és zse-
nialis felfedezéseire. A koérulbelll 10 oldalas levél bizonyitds nem,
de szadmos dsszefliggést ismertetett, amely kdzll volt ismert is, de
olyan is, amelyekkel Hardy még sohasem talalkozott.

A levél hatasara Hardy meghivta Anglidba Ramanudzsant, aki az
elkdvetkezd években tdbb mint 3900 &sszefliggéstételt fedezett fel.

Sajnos az angliai esds borus éghajlat és a nem megfelel6 tap-
lalkozas hianyaban (Radmanudzsan vegetarianus volt, ez Indidban
megszokott, de Anglidban a haborus idokben akkoriban nehéz volt
az indiai étrendnek megfeleld élelmiszereket beszerezni) Ramanu-
dzsan alig 33 évesen elhunyt.

Hardy hatasara Ramanudzsan megtanulta leirni bizonyitasait.
Eredmeényeit egy jegyzetflizetbe irogatta, amelyekre ma az elveszett
jegyzetfiizet, angolul ,lost notebook” elnevezést ragadt ra.

A jegyzetflizetet George Andrews talalta meg Ujra 1976-ban, egy
dobozban, a Wren kényvtaraban, a Trinity College-ban, Cambridge-
ben.
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Egy anekdota szerint egy nap Ramanudzsan betegen fekldt,
Hardy elment hozz4, hogy meglatogassa. Hardy amikor megérke-
zett, arrdl panaszkodott, hogy a taxi rendszama 1729 volt, ami talan
egy nagyon unalmas szam, és ez nem j6 eldjel.

De Ramanudzsan megnyugtatta, hogy minden rendben van,
ugyanis 1729 egy nagyon érdekes szam, ugyanis ez a legkisebb
pozitiv egész, ami kétféleképpen is felirhatd két kdbszam 6sszege-
ként:

1729 = 9% +10% = 12% 4+ 1°

G. H. Hardy S. Ramanudzsan

A kévetkezdkben Michel D. Hirschorn irdsa alapjan, ,Ramanjan
and Fermat’s Last Theorem” cimi( cikkére alapozva [1], mutatunk
egy érvelést, amely talan Ramanudzsan is atgondolhatott akar egy-
koron.

Euler 6ta tudjuk, hogy két pozitiv kbbszam dsszege sosem kdb-
szam. Viszont a fenti példa mutatja, hogy két kbbszam 6ésszege le-
het majdnem kdébszam, azaz olyan szam, ami egy kdbszamtdl csak
eggyel tér el.
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Ramanudzsan veégtelen sok példat talalt a fenti jelenségre, mint
ahogy azt az elveszett jegyzetfiuzetben lejegyezte. Hirschorn, a
,Mathematics Magazine”-ban két cikket [2], [3] is irt a fenti felfede-
zéssel kapcsolatosan.

Az elsd megkdzelités lanctortekkel kapcsolatos. Tekintslink egy
példat. A v/2 lanctort alakja

V2=1+
2 +

1
24 —

Ha a kozelitd torteket ’;—”—nel jel6ljuk, akkor

po| |1 pi| |3 P2]_[7]
— , — , —
qo 1 q1 2 q: 5}
es
[p”“ :2[pn+1]+[p”, ha n > 1.
dn+2 dn+1 dn
De ez utébbit
Pn+1 o [1 2 . [pn
qn—l—l 11 dn

alakban is irhatjuk (ez teljes indukciéval kdnnyen igazolhaté.) Igy:

-1

(Megjegyezzilk, hogy p., g, a p2 — 2¢> = +1 megoldasai. A fen-
ti észrevétel arra inspiralta Hirschorn-t, hogy olyan M matrixot ke-
ressen, amelyre a Ramanudszan altal megadott x,,, y 2z, harmasra
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(ahol 3 + y2 = 22 £+ 1) fenndll az

Tn+1 In
Yn+1| — M - Yn
Zn+1 Zn

matrixszorzas. llyen M pedig tényleg létezik, nevezetesen,

n

T 63 104 —68 1
y| = |64 104 —67| - | 2
Zn 80 131 —85 2

De hogyan lehet rajénni egy ilyen 6sszefliggésre? Hirschorn a ké-
vetkezOt javasolta. VegyUk észre, hogy az

(z? 4+ 16z — 21)° 4 (22® — 4x + 42)°

polinom paros, azaz a kifejtésben minden x hatvany kitevdje paros.
Ebbdl addédban

(2?+162—21)*+ (22?2 —4x+42)° = (£*—16x—21)+ (22> +4x+42)°.
Ekkor x-et 2x + 1-gyel helyettesitve, és 64-gyel osztva:
(2 +9z — 1)+ (222 +10)% = (x? — Tx —9)> + (22% + 42+ 12)°.

Ezutan z-et helyettesitve Z-val, majd w°®-nal szorozva, végul rendez-
ve:

(9u?+Tuv—v?)% 4+ (10u?4-2v?)? = (12u?+4uv+20v?)3 4+ (u?—Yuv—2?)3.

Itt pedig j6het a Ramanudzsan-szeri gondolat. Legyen w = h,,,
v = h,_1, ahol a {h,, } sorozatot

ho = 0, h, = 1, hn_|_2 = 9hn+1 + h,, ha n 2 1.
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Az igy definialt sorozatra
u? — uv — v? = (—1)"L
Ezért ha
xr, = 9u? + Tuv — v2, Yp = 10u? + 2v2, Zn = 12u? + 4uv + 2v2,

akkor
x) +y, =z, + (=1)"",

amely megadja a Ramanudzsan altal definialt x,,, y.., z,,-€t.

Hivatkozasok

[1] M. D. Hirschorn, Ramanujan and Fermat’s last theorem, Aust.
Math. Soc. Gaz. 31, No. 4, 256-257 (2004).

[2] M. D. Hirschhorn, An amazing identity of Ramanujan, Math. Mag.
68 (1995), 199-201.

[3] M. D. Hirschhorn, A proof in the spirit of Zeilberger of anamazing
identity of Ramanujan, Math. Mag. 69 (1996), 267—269.

[4] Kép, Wikipédia, Godfrey Harold Hardy, link.

[5] Kép, Wikipédia, Srinivasa Ramanujan, link.

83


https://en.wikipedia.org/wiki/G._H._Hardy#/media/File:Ghhardy@72.jpg
https://hu.wikipedia.org/wiki/Sr%C3%ADniv%C3%A1sza_R%C3%A1m%C3%A1nudzsan#/media/F%C3%A1jl:Srinivasa_Ramanujan_-_OPC_-_1.jpg

8. Négyzetgyokvonas modulo p

Ebben a fejezetben a négyzetgydkvonasra modulo p adunk egy
alternativ trikkds modszert, Perelta [2] algoritmusat. Az algoritmust
Robin Chapman jegyzete [1] alapjan ismertetjlk, aki Perelta algorit-
musanak egy nagyon tgyes matrixokkal valo leirasat adta meg.

Azt mondjuk két egész szamokbdl allé matrix, A és B kongru-
ensek modulo p, ha a megfeleld elemeik kongruensek modulo p.
Jelblése:

A =B (mod p).

Matrixok kongruenciai ugyanugy kezelhetéek, ahogy az egész sza-
mok esetében.

Legyen p paratlan prim, a pedig egy kvadratikus maradék, azaz
(9> = 1. TegyUk fel, hogy az

p

z? =a (mod p)

kongruenciat szeretnénk megoldani.

Elsé I1épésben kereslink egy b egész szamot, amelyre

(F=2) = 1)
p

Ezt véletlen modszerekkel érjik el, annak az esélye, hogy egy vé-

letlendil valasztott b-re b> — a kvadratikus nem maradék korulbelll
1/2. Igy ezt a Iépést parszor megismételve, eldbb-utébb eljutunk
egy olyan b maradékosztalyhoz, amelyre (8.1) fenndll. Definialjuk
az A és B matrixokat az

01 b1
A= , B =0bl + A = ,
a 0 a b
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ahol T a 2 x 2-es egységmatrix. Ezek utan szamoljuk ki a B(®—1)/2
matrixot modulo p, ismételt négyzetre emeléssel. Csodalatoskeép-
pen azt talaljuk, hogy

0Or

BP-1/2 —
s O

] (mod p),

ahol s? = a (mod p).

NézzUik miért is mikodik ez az algoritmus. El6sz6r szamitsuk Ki
az BP? = (bl + A)P matrixot a binomialis tétel alapjan:

p
BP = Z (’?) b’ A7 = bPT + AP (mod p), (8.2)
J

=0

mivel 1 < 57 < p — 1 esetén a (1;) binomialis egyltthaté oszthatd
p-vel. A kis-Fermat Tétel szerint b» = b (mod p). Az Euler lemma

szerint aP~1/2 = <%) = 1 (mod p) (Id. 3. fejezet). Egyszerii

matrix szorzas mutatja, hogy A? = al, igy
AP = A.(A2) P72 = A (aD)P V2 = P24 = A (mod p).
A fentieket 6sszevetve (8.2)-mal:

BP=bI4+ A=B (mod p). (8.3)

Mivel a B matrix determinansa nem nulla modulo p, igy létezik mo-
dulo p vett inverze B*. Az (8.3) kongruenciat B*-gal szorozva

BP"' =1 (mod p) (8.4)

adoédik. Az A% = aI egyenletet hasznélva teljes indukciéval igazol-
hatd, hogy minden n természetes szamra

B" =x,I +y,A
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alakd, ahol x,, és y,, egész szamok. Valéban az indukcié kezddlé-
pése n = 1 esetén B = bl + A esetén x; = b,y; = 1. Tegylk
fel, hogy az allitast belattuk n-re, és most bebizonyitjuk n + 1-re:

B""!' = B". B = (2,A+ y,I) - (bA+ 1)
= x,bA% + (z, + ynb) A + y, I
= xpabl 4+ (x, + yu.b)A + y, I
= (n + ynb) A + (znab + yn),

igy 11 = x, + ynb és y, = x,ab + y,, j0 valasztas. Allitasunkat

B®—1)/2 felirva kapjuk, hogy létezik t és r, amelyre

t
BP=1/2 — 471 +rA = [ r] . (8.5)

ar t

Emlékezzink vissza arra, hogy BP~! = I (Id. (8.4)), viszont (8.5)
matrix négyzetének jobb felsd eleme a 2rt szam, igy azt kapjuk

2rt =0 (mod p),

amibdl » = 0 (mod p) vagy t = 0 (mod p). El6szdr kizarjuk azt
az esetet, hogy » = 0 (mod p). Valéban, ha » = 0 (mod p),
akkor (8.5) alapjan B®»~1/2 = tI (mod p). igy:

I =BPt=(BP Y2 = tI)2 =t2I (mod p).

Azaz t* = 1 (mod p). Ekkor det (B?~1/2) = ¢> =1 (mod p),
viszont a determinansok szorzastétele miatt

det (B(p_l)/2> — (det B)#~1/?

b* —
= (b? — )P V2 = ( - a) = —1 (mod p),
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ami ellentmondas. Tehat » Z 0 (mod p), sigy t = 0 (mod p).

Ekkor:
0 »r

BP1/2 =g =
ra 0

] (mod p).
lgy:
I=B!'=(rA)? =r?al (mod p).
Azaz r’a =1 (mod p). Az s definiciéja alapjan s = ra (mod p),
igy s2 = r?a® = a (mod p), amivel a bizonyitast befejeztik.

Hatra van még annak bizonyitdsa, hogy a maradékosztalyok leg-
alabb felére b?> — a kvadratikus nem-maradék, a masik felére kvad-
ratikus maradék, kivéve az > = a (mod p) kongruencia két meg-
oldasat s és —s-t, amikor is b* — a = 0 (mod p). Ehhez tekintsik

p—1 b2 — a
> (57)
szummat. Ha ez —1, akkor készen vagyunk. Ehhez irjunk a helyébe

a

s2-et, majd hasznéljuk a kdvetkezd azonossagot:

p1 <b2 — a) ’”Zl <b2 - s2> :pi ((b— 8)(b+8)>

— —~\ p — p
_ bz(%;_s <(b — S)z/a(b + S))

Kénny( ellendrizni, hogy ahogy b fut az utolsé szumman (b —
s)/(b + s) egy teljes maradékrendszer elemeit veszi fel kivéve az

1-et. Ezért:
p—1 b2 — a
> =1,

b=0 p
és ezzel az utolsé allitasunkat is belattuk.
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9. Specialis primtesztek

Azokra a p primekre, amelyekre M, Lo _1is prim M-t
Mersenne primnek hivjuk.

Van a Wikipédian egy folyamatosan frissiild oldal, amely az eddig
talalt legnagyobb primeket gyUjti 6ssze: link.

Eszerint az els6é 10 legnagyobb ismert prim a kévetkezo:

Helyezés Szam Megtalalds ideje  szamjegyek
szama

1. 282589933 __ q 2018 december 24,862,048
2. 277232917 _ 1 2017 december 23,249,425
3. 274207281 _ q 2016 januar 22,338,618
4. 257885161 __ q 2013 januar 17,425,170
S. 243112609 _ q 2008 augusztus 12,978,189
6. 242643801 __ q 2009 junius 12,837,064
7. @3 (—4658591048576) 2023 majus 11,887,192
8. 237156667 _ 1 2008 szeptember 11,185,272
9. 232582657 __ q 2006 szeptember 9,808,358

10. 10223 x 231172165 1 1 2016 oktdber 9,383,761

Itt p3(x) a p3(x) = = + x + 1 polinomot jeldli.

Fontos kiemelni, hogy a legnagyobb primek kutatasaban szamos
magyar rekord szlletett az elmult 30 évben. Példaul Csajbok T.,
Farkas G., Jarai A., Jarai Z. és Kasza J. [3] az ELTE IK-rél tartotta a
vildgrekordot 2006-ban a legnagyobb ikerprim kutatasban. Tovabbi
rekordok elérhetoek a kdvetkezd honlapon is: link. Az un. Jérai
mabdszerrdl pedig az érdekldddk érdekes cikket olvashatnak pl. [4]-
ben is.
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Lathatd, hogy a legnagyobb ismert primek kdztll az elso tiz he-
lyezett kz6tt jelentds tulsulyban vannak a Mersenne primek. Ennek
az egyik oka, hogy a Mersenne primekre létezik egy specialis prim-
teszt, a Lucas-Lehmer primteszt, amelyet hamarosan ismertetink.

Eldtte azonban nézzlink meg egy masik primtesztet, amely az
un. Fermat-szamok tesztelésére szolgal. Az n-edik Fermat szam
definicidja a kdvetkezd: F,, = 22" + 1. A Pépin teszt a Fermat szé-
mok primtesztelésére egy modszer.

9.1. TETEL. (Pépin teszt) Azn-edik Fermat szam F,, akkor és csak
akkor primszam, ha 3(F»=1/2 = —1 (mod F,).

A 3(F=1)/2 (mod F,) kifejezés értéke modularis hatvanyozas-
sal gyorsan szamolhatd, idéigénye mindéssze O ((log F)?).

Az elsd 6t Fermat szam primszam, azonban 5 < n < 32 esetén
F,, mindig 6sszetett.

Jelenleg a 33. Fermat-szamrdl nem tudjuk elddnteni, hogy vajon
primszam-e. Erdekességként megemlitjiik, hogy néhany ennél is
nagyobb Fermat szamrél azonban biztosan tudjuk, hogy dsszetett,
mégpedig azért mert van egy viszonylag ,kicsi” (ez relativ, csak F,-
hez képest kicsi, valojaban azért elég nagy) primosztéja.

A Pépin teszt bizonyitasat a Wikipédia [10] alapjan ismertetjlk.

A 9.1. Tétel bizonyitasa. Eloszér azt bizonyitjuk, hogy ha a
3F»—1)/2 = _1 (mod F,) kongruencia fennall, akkor F,, prim.

Ekkor
3f»"1 =1 (mod F,),
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tehat a 3 rendjéere modulo F, azaz o(3)-ra fenndll, hogy
o(3) | F, —1,deo(3) t (F,, — 1)/2.

Mivel F,, — 1 kettdhatvany, ez csak ugy lehet, ha o(3) = F,, — 1.

Vagyis a 3 olyan primitiv gyék mod F,,, amelynek rendje F,, —
1, tehat létezik F,, — 1 darab redukalt maradékosztaly. Vagyis F;,
primszam.

Ezutan ratérink annak bizonyitasara, hogy ha F,, prim, akkor
3Fn=1)/2 = _1 (mod F,).

Az Euler lemma szerint ugyanis 3(F»=1/2 = <Fi) (mod F,),

n

3

ahol ( = ) a Legendre szimbdlumot jeldli.
Fn

Teljes indukcidval konnyen igazolhatd, hogy 22" = 1 (mod 3),
azaz F,, = 2 (mod 3).

Gauss kvadratikus reciprocitasi tételét hasznalva tudjuk, hogy ha
egy pprimre p =5 (mod 12) vagy p = 7 (mod 12) akkor (%) =
—1. gy (Fi) — _1, amibdl allitasunk kévetkezik.

Az elsd 100 legnagyobb prim k6zétt nem taldlunk Fermat primet,
csak un. altalanositott Fermat primet, azaz olyan primeket, amelyek
a?" +b*" alakuak. A fejezet elején ismertetett tablazatban a 10. leg-
nagyobb prim is altalanositott Fermat prim, bar ez els6 ranézésére
nem latszik...

A kbvetkezOkben ratériink a Lucas-Lehmer primtesztre, mely a
Mersenne primek tesztelése soran segit.

A tesztet Edouard Lucas fejlesztette ki és Lehmer bizonyitotta
1930-ban. (Id. [6]).
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9.2. TETEL. (Lucas-Lehmer teszt) Legyen M, = 2P — 1 egy Mer-
senne szam, ahol is p primszam. Definialjuk az {t;} modulo M,
sorozatot a kévetkezbképpen:
. 4 (mod M),) ha i = 0;
|2, -2 (mod M,) hai>1.
Ekkor az M, Mersenne szam, akkor és csak akkor primszam, ha
tp—2 =0 (mod M,).

A 9.2. Tétel bizonyitasa. Az itt ismertetett bizonyitas kicsit egysze-
ribb mint Lehmer bizonyitasa, és a Wikipédia [9] oldalon talaltam.

Definialjuk a {s;} sorozatot a kévetkezdképpen:

4 ha i = 0;
S; =

s? , —2 hai>1.

A fenti {s;} sorozatnak a {t;} sorozat a modulo M, redukalt val-
tozata, de a gyakorlati alkalmazasok soran felesleges {s;} elemeit
teljes egészében meghatarozni, hiszen ez egy nagyon gyorsan né-
vekvd sorozat, elég mindig csak az M-vel vett osztasi maradékok-
kal szamolni, ami a {t¢;} sorozat.

Viszont a bizonyitds az {s;} sorozatot hasznalja, mégpedig kez-
dolepéskent explicit képletet ad {s;} elemeire. Késdbb azt szeret-
nénk bizonyitani, hogy M, pontosan akkor primszam, ha M, | s,_».

Legyen w = 2 + /3 és w = 2 — /3. Teljes indukcioval kdnny(
bebizonyitani, hogy

sizwz —|—52.
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Valdban:
30:w20—|—w20= <2—i—\/§>—|—(2—\/§> =4

és

— 2
Sp =8, ;—2

= <w2n_1 + 52"_1)2 — 2
— W+ + 2((.05)271_1 -2
= w?" + w2 .
Az utolso 1épés azon mulik, hogy ww = (2 + \/§> (2 — \/5) = 1.

El6szdr azt bizonyitjuk, ha s, = 0 (mod M,,) akkor M), prim-
szam. A kdvetkezok alapja J. W. Bruce [1] és Jason Wojciechowski
[12] cikkei.

Legyen s,_» = 0 (mod M,). Ekkor
W+ @ = kM,
ahol k egész szam. Ezt az egyenletet w?’ "-vel szorozva
<w2p_2>2 + (W) = kMW

De ww = 1, igy
WP = k:Mp(.uzp_2 — 1. (9.1)

Indirekten bizonyitunk. Tegyulk fel, hogy M,-nek van egy g > 2
primosztoja. Jeldlie X a kdvetkezd halmazt:

X ={a+bv3|a,bez,

Az Gsszeadast és szorzast a szokasos modon definialjuk X-en, de
ha nagyon precizek szeretnénk lenni akkor:
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(a+v3b) + (c+v3d) € [(a+b) (mod )]+ v3l(c+d) (mod q)]
€s
(a+v3b) - (c+v3d) € [(ac+3bd) (mod )] + V3[(ad +bc) (mod q)).

Az X halmaz méretét | X |-szel jeldljuk.

Ekkor X -ben vannak invertalhaté elemek, ezek halmazat jelélje
X*. Miel6tt tovabbhaladnank itt egy olvasonak szant feladat:

9.3. FELADAT. Hatdrozzuk meg X* elemeit, azaz azon a + b\/3 €
X elemeket, amelyeknek létezik inverze.

Szerencsére, a bizonyitas tovabbi részleteiben nem hasznaljuk
az el6zo feladat megoldasat, csak azt, hogy X* az X-nek részcso-
portja. Mivel X-nek van egy eleme, aminek nincs inverze, neveze-
tesen 0, ezért

X <|X]|-1=¢" 1.
Tegytk fel, hogy M, = 0 (mod q), és tudjuk. hogy w = 2 ++/3 €
X, igy
kMyw? " =0
szintén teljesul X -ben. Azaz (9.1) szerint

p—1
w? = —1

teliestl X-ben. Mindkét oldalt négyzetre emelve
w? = 1.

Tehat w az X* halmaznak is eleme, mert van egy inverze: w?°~1,
Tovéabbéa w rendje osztdja 2P-nek, de nem osztdja 2P~1-nek azaz w
rendje pont 2P,
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Lagrange tétele szerint elem rendje mindig osztja a csoport rend-
jét. Ezt most az w elemre alkalmazva (2?7 | | X™*|), azonnal latszédik
a kbvetkezb egyenldtlenség

2P < |X*| < q*—1< g

igy
2P < ¢>.
De q a legkisebb primosztéja M,-nek, azaz
¢ < M, =2°—1.
Vagyis 2P < ¢=2P — 1, ami ellentmondas. Tehat M,, primszam.

A kovetkezdkben azt bizonyitjuk, hogy ha M, primszam, akkor
Sp—2 = 0 (mod M,).

Ez az egyszerUsitett bizonyitas Rédseth-tol [7] szarmazik.

Mivel 2?7 — 1 = 7 (mod 12) ha p > 1 pératlan szam, azért a
Legendre szimbolum alaptulajdonsagai miatt:

(&)=

Az Euler-lemma szerint ez ekvivalens a

Mp—1

372 =—-1 (mod M,)

kongruenciaval. Azt is tudjuk, hogy a 2 kvadratikus maradék mod
M, hiszen M, nyolcas maradéka —1 (szintén a Legendre szimbo-
lum alaptulajdonsagai miatt). Az Euler-lemma szerint:

Mp—1

> =1 (mod M,).
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Vagyis

Mp—1 Mp—1\ 3 Mp—
2475 = <2 : ) <3 :
Legyen o = 24/3, és definialjuk X halmazt hasonl6an mint az elébb

X = {a+bV3 | a,b € Zy,}. Mivel M, prim a kévetkezd bino-
midlis egyitthatok oszthatok M-vel: (M), (77), ..., ( Mﬂjfl)- gy a

j;z(1f(—1)z-—1 (mod M,).

2
binomialis tételt és kis Fermat tételt hasznalva:

(6 + o)Mr = 6Mr + (2Mr) <\/§MP>
=6+2 <3M’;‘1> V3
=6+ 2(—1)V3

=06 —o.

(6+0')

A o értéket ugy valasztottuk, hogy w = . Azaz (9) alapjan az

X gyurlben teljesil a kbvetkezo:

mpt1 (64 o)Met!
24" 5
B (6 +0)(6 + o)Mr

6+ 0)(6 — o)

—24
= —1.
Mindkét oldalt (w) -gyel szorozva és az ww = 1 0sszefliggést
hasznalva kapjuk, hogy
Mp+1  Mp+1 _ Mp+1
W 2 W 4 = —Ww 4
Mp+1 Mp+1
+w 1 =0
w 2P—41+1 + 5 2P— 1+1 —0
w¥ L w? =0
Sp—2 = 0.
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Mivel s,,_, a 0 elem X-ben, igy s,_2 = 0 (mod M,).

Természetesen, a Lucas-Lehmer teszt 6nmagaban nem lenne
elegendd ahhoz, hogy Uj rekord nagysagu Mersenne primeket talal-
janak. De ha a kutatdsba sok-sok szamitégépet bevonunk, ahol is
parhuzamosan futnak a kiilénb6z6 szamitasok, akkor a hatékony-
sag tébbsz6rdsére ndvelhetd.

G reat

P | nternet
2 _1 Mersenne
Prime
Search

Finding World Record Primes Since 1996

Ecélbdl alakult meg a ,Nagy Internetes Mersenne Prim Kutatas”,
amelyhez barki, aki PC-vel rendelkezik szabadon csatlakozhat. Kér-
dés, hogy a hattérben futd programok vajon mennyire lassitjak a
szamitégépet... Az érdekldddk [2] és [8] oldalon tdbb informaciét
talalnak a fenti kutatasrol.

A Mersenne primeknek a primrekordokban szerepld gyakorisa-
gan tul is, sok gyakorlati alkalmazasa van: kriptogréafiaban, elliptikus
g6rbéknél (angolul ,Elliptic Curve Cryptography”), kddelméletben és
kvantumszamitégépeknél is.

Természetesen olyan altalanos primtesztek is vannak, amelyek
nem specialis alaku szamok (pl. altalanositott Fermat vagy Mersen-
ne szamok) tesztelésére alkalmasak csak, hanem egy tetszdlege-
sen megvalasztott szamrdél polinomialis iddben elddnti, hogy vajon
prim-e. Errdl bdvebben pl. [5]-ben és [11]-ben olvashatunk.
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