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Bevezetés

A jegyzetben szerepld kurzus az ELTE-n az MSc és PhD tanterv
része, azon matematikus hallgatok szamara készUlt, akik szeretné-
nek a mélyebb szamelmélet alapjaival is megismerkedni.

Az olvaséknak kellemes idotoltést kivanunk!
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Az alapok ismertetése foként a [6] és [7] alapjan tOrtént. A nagy
szita ismertetése pedig a [1], [4] kdnyvekre épll. A fentieken tul még
par cikkre is épll a jegyzet, ezek referenciajat az adott fejezet végén
adtam meg.

Tovabbi tanulmanyok folytatasahoz, Weyl 6sszegek, van-der
Corput modszer, exponens parokhoz pedig [2]-t ajanljuk. Akik ér-
deklddnének folytatas irant az [3], [5] kbnyveket is tanulmanyozhat-
jak még.



1. JelOlések
Mi is az, hogy exponencialis 6sszeg?
Komplex szamok trigonometrikus alakja:
z = r(cosa + isina) = re'®.

Exponencialis 6sszeg: olyan 6sszeg, melyben exponencialis alak-
ban adott komplex szamok vannak.

el(a1+a2) — e'lale’LOéz

(eia)" — ez’na.
Komplex figgvénytan:
f(x)=€e": R—>R
kiterjeszthetd egyértelmien
f(z)=¢€¢*: C— C.

Itt =z helyébe ia-t irva, a fent definialt e?*-t kapjuk.

eic = 9,

Valés analizis:
f: R—=R.

Komplex analizis:
f: C—C.

Analitikus szamelmélet: komplex valtozés fliggvenyek.
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Itt:
f: R—>C,

azaz valds valtozos komplex fuggvények.

Majdnem ugyanaz mint a valds analizis

f(t) =g(t) +ih(t),
ahol g, h valos fliggvények, azaz f vizsgalata g-re, h-ra redukalha-
to.

Folytonossag, differencialhatésag, integralhatésag definicidja a va-
|6s esetre redukalhatd.

f(t) = g'(t) + ih'(t)

/abf(t)dt:/abg(t)dt—l—i/ h(t)dt

a

Differencialhatosagi, integralhatésagi szabalyok ugyanazok.
Pl. f(t) = " esetén

f'(t) = (cost + isint)’
= (cost)’ + i(sint)’
= —sint + 1cost
= i(cost + isint)

— ie't.

Hasonldan



Miért olyan fontos a szamelméletben ez az f(t) = e fliggvény?

Mert
ft) = e’ = cost + isint

periodikus 27 periédushosszal.
=

g(t) = e?™ periodikus 1 peridédussal
g(t) értéke csak a t tortrészétol fligg.

Olyan gyakran hasznaljuk ezt a fliggvényt, hogy kilén jeldlést veze-
tink be:

1.1 DEFINICIO. Legyen e(a) & e?mie. Ekkor e(cx) értéke csak

tértrészétdl figg. Ezenkivil hasznaljuk még az e,,(«) jeldlést is,

ahol e, () L emin — e (2).

m

Kiléndsen fontos szerepet jatszanak:

f(t)=>_ ane(nt)

=) aq(e®)"

exponencialis (trigonometrikus) polinomok, valamint

F(t) =) ane(nt)



hatvanysorok; itt feltesszik, hogy ez abszolut konvergens:
Z la,| < oco.
n=0

Mint valésban, itt is, minden szakaszosan folytonos F'(t) fuggvény
ilyen hatvanysorba, Un. Fourier sorba fejthetd.

Legyen
N
ft)= Z ane(nt).
n=0

Ekkor mivel egyenl6 f/(t) és f; f(t)dt?
Nyilvan

N
f'@t) = Z 2minane(nt).
n=0

Itt fol f(t)dt helyett kicsit altalanosabban nézzik, ha 0o < k < N
egész szam, akkor

/0 ft)e(—ktydt = 3 an/o e((n — k)t)dt

— a /01 e(0)dt + é an /01 e((n — k)t)dt

n;k,
N 1
e((n — k:)t)]
= ap + an [ X
7;’ 2mi(n — k) |,
n#k
= ag.

Hasonldan

1
/ f(t)e(—kt)dt =0hak < Ovagy kK > N.
0
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2. Parseval formula és Ramanujan 0ssze-
gek

A kovetkezd tétel az egyik legalapvetdbb eszkdz exponencialis
dsszegek becslése soran.

2.1 TETEL. (Parseval formula)

a) f(t) =" ane(nt) esetén

n=0

N

/0 F@®Pdt =3 |anl

n=0

b) Ha f(t) = >.°°, ane(nt) és 2% |a,|* abszoldt konvergens,
akkor

o @)

/0 F@Pdt =3 Janl”

n=0

A 2.1 Tétel bizonyitasa.

a)

/0 F(O)2dt = / F(OF@dt

1 N N
= / Z ane(nt) Z ane(—mt)dt
0 n=o m=0
1 N N

— /0 Z Z aname((n — m)t)dt

n=0 m=0
N

= Z Z anm/0 e((n — m)t)dt.

m=0

Itt az utolsé integral 0, han # m és 1, han = m, azaz

1 N
| ir@ra =3 aa
n=0
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=Yl

n=0

b) hasonléan.

2.2 LEMMA. a) Tetszbleges o € R-re

1 —e(a)| <27 |al.

b) |a| < 3 esetén
11 —e(a)] = 4]af.

A 2.2 Lemma bizonyitasa.
a)

AN
7
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1 —e(a)” = (1 —e(a)) (1 — e(a))
= (1 —e(a)) (1 —e(—a))
=1—e(a) —e(—a)+1
= 2 — 2Ree(x)
= 2(1 — cos27a)

= 2. 2sin® ra.

Gyokot vonva:

|11 — e(a)| = 2|sinma| = 2sin7|a|.

Mivel 22 g [0, 7r /2]-ben monoton fogyo:

sinx _ sinw/2 2
> —

x /2 7
igy
) 2
sinx > —x.
™
Azaz 0
1 —e(a)| =2sin|ra| > 2 —7|a| =4|af.
™

Példa. p € Z,q € N
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2.3 TETEL. (Jensen-Ramanujan formula) Ha q € N, akkor

S= ) e(g) = n(q).

0<p<gq
(p,q)=1

Azaz a primitiv q-adik egységgybkdk 6sszege 1(q).

A 2.3 Tétel bizonyitasa. Jeldlje 1 a Mdbius-fliggvényt. A kdvetke-
z6t hasznaljuk:

1 han=1
Zu(d)Z{O ha

dln n > 1.

Z(m) 2)
o

(2)
e|{— 1.
O<p<q 1 q

d|p
Az utols6 szummaban irjunk p = kd-t. Ekkor kd < q — 1, tehat
k<4—1. lgy:

Ekkor:

Sz%u(d)f;:e(kg).

Az els6 szummaban kllénvalasszuk a d = q és d < q eseteket.
Ekkor

S = u(q)+Zu(d)ZZ: <kg>

dlq
d<q

)

d
)q = p(q) + ) pu(d)0
dlq

d<q

= p(q) +Zu(d) - (%d
g el

= p(q).
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3. Csoport karakterek

Szamelméletben karakteren altalaban multiplikativ karaktereket,
esetleg additiv karaktereket értlink, ezekrol késdbb lesz sz6.

Elészér inkabb altalanosabban definidljuk az an. csoport karak-
tereket, minimalis csoportelméletet hasznalva (igy jobban latszik,
modernebb).

El6szdr tehat, hogy az algebraban mit értiink csoport karakteren. Mi
most csak a véges Abel csoportok esetét nézzik (joval egyszeriibb
és neklnk elég).

3.1 DEFINiCIO. Legyen G véges Abel csoport,
xX: G—C
a kévetkez6 tulajdonsagokkal

1. x(q) Z0 G-n

2. x(g) multiplikativ G-n:
x(9192) = x(91)x(g92) V91,92 € G.

Ekkor x -t (G-n definialt) csoport karakternek nevezzuk.

3.2 KOVETKEZMENYEK.

@ Ha G egységeleme e, akkor x(e) = 1.

@ vgegre(x(g) =1

13



(3) Definidljuk xo : G — C-t tigy, hogy
Xo(9) =1 Vg€ Gre.

Ekkor xo karakter G-n, ez az un. fOkarakter vagy ftrivialis ka-
rakter.

@ Ha x karakter G-n, akkor definialjuk
X :G — C-
X @)E x(9) Vg € G-vel.
Ekkorx is karakter G-n, ez az un. konjugalt karakter.

(5) Ha x1, x2 karakter G-n, akkor definialjuk x -t

x(9) £ x1(9)x2(9) Vg € G-vel

Ekkor x is karakter G-n. (Tehat két karakter szorzata is karak-
ter, sOt, a karakterek csoportot alkotnak.)

(6) Ha G = Gy x G,, akkor x : G — C akkor és csak akkor
karakter G-n, ha 3 x, karakter G-n, x o karakter G,-n, hogy

Vg=gig2 € Gre
x(9) = x(9192) = x1(91)x2(92)-

(7) Ha 6 = C, = {g}. az n-edrendii ciklikus csoport, ak-
kor x akkor és csak akkor karakter G-n, ha 3 olyan a €
{0,1,2,...,n — 1} hogy

x(g") = e <k2> Yk € Zre.
n
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AG = Cp, XCry X+ + X Cry = {G1}n, X {G2}ny X+ + - X {8 I,
en definialt karakterek explicit alakja

ai a,
x(gf---gk) =e (k:l— +"‘+kr—> ’

ahola; € {0,1,2,...,n; — 1} V1 <1 < r-re. Megjegye-
zendbx = xo < a; =0 Vi-re.

@ A G-n definialt (kilbnb6z06) karakterek szama |G|.

A 3.2 Kévetkezmény bizonyitasa.

@ Jdg: x(g) # 0. Ekkor

x(e)x(g) = x(eg) = x(g) /:x(g)(#0)
x(e)= 1.

(x(g)'' = x <g'g') =x(e) =1

T T
2. miatt Lagrange t.

(8) Trivialis.
@ Trivialis. Megjegyzés:

1=x(e) =x(g97") =x(9)x@™") /-x(g)
x(g) = (X(g)@) x(g™")

Itt (2) miatt x(g)x(g) = |x(g)|* = 1. Tehat

x(g) = x(g™")-
15



(5), (6) Trivialis, HF
(7) Kévetkezik (2)-bdl és x(g*) = x(9)*.
Ez (7) kévetkezménye.

(9) Ez(8) kdvetkezménye.

Tovabbi tulajdonsagok

3.3 KOVETKEZMENYEK.

@ Ha x a G-n definialt csoport karakter, akkor

ZX(Q) _ { |G| hax = xo

geg 0 ha X # Xo0-

@ Y g € G esetén

> x(g) = { 9] hag=e

0 hag#e.

A 3.3 Kdovetkezmény bizonyitasa. : Legyen G = C,,, X C,,, X

e X Cp, = {g1}n, X {g2}n, X -+ X {gr}n,. Ekkor Vg € G
egyértelmien felirhaté g}* - - - g% alakban, ahol 0 < k; < n,. Mivel
szerint V x explicit alakja

a,
x(gi* - gr)—E(k1—+---+kr—>,

ny n,
ahola; € {0,1,...,n; — 1}, ezért
ng— 1 a
Soxt) = 3o D e (ki k)
g€g k=0 k=0 T
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>_x(9) = (Z (’“12)) (Z <'“"Z:>>

geg
{nl haa; =0 {nT haa, =0

0 haa; #0 0 haa, #0.
Vagyis
ny--n,. =|Cq|---|C;| = |G|, haay=:--=a, =0,
> x(9) = & X = Xos
9e9 0, hada; #0 < x # Xxo-

@ bizonyitasa:
Legyen G = C,,, X -+ - X Cy,. = {g1}n, X +++ X {gr}n,. TOvabba
irjuk fel a rogzitett g € G elemet g = g ... g% alakban, ahol

Megint (8) szerint:
ny— 1
a,
Tx@ =3 e (I etk
9€G =0  a,=0 Nr
igy:
ni—1 n,—1
! k1 : k;
Zx(g) (alz_:o (alnl>> (;Oe (arn))
. ni hak:1:0 n, hak:r:0
10 hak,#0 0 hak, #0.
Vagyis
nl"‘nr:|g|a hak1:°°':k7,:0,<f,>g:€,
> x(g) =
» 0, hadk; #0 & g #e.
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3.4 TETEL. Legyen G tetszbleges véges Abel csoport g € G és
91,92, ---,9: € G elemek (ahol g; = g; megengedett). Ekkor

(i 1<ista=g}l= ZX(Q)ZX(Qz

A 3.4 Tétel bizonyitasa.

Zx(g) Zx(gz) = Z ZY(Q)X(Qi))

1=1
t

= ZX(Q_I)X(Qi)>

=1
t

=) ijx(glgi)>

=1

_i{lgl hag'g=e & g =
— |0 haglg#e & gi#g
= ) g

1<i<t
gi=9

=1G|-{e: 1<i<t, gi=g},

ahonnan |G|-vel osztva megkapjuk a tétel allitasat.
Szamelméletben két fontos specidlis eset:

1. G =< Zm,+ >, a mod m maradékosztalyok additiv cso-
portja = additiv karakterek.

2. G =< Z* ,x >, ahol Z,, redukalt maradékosztalyainak cso-
portja Z* , mivelet a szorzas = multiplikativ karakterek.
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4. Additiv karakterek

Roégzitett m, k € 7Z esetén jeldljuk a k altal reprezentalt modulo
m maradékosztalyt k-val:

k={x: xz€Z,x =k (mod m)}.

Ekkor a 3.2 Kdvetkezmény @ pontja szerint a Z,,-en definialt ka-

O(k) =e <k3> ,

rakterek:

m
ahol a € {0,1,...,m — 1}. Ezentul az egyszerliség kedvéért a

felllvonast a k-rél elhagyjuk, tehat

(k) = e <k%> .

Ezeket szokas Ujabban additiv karaktereknek hivni. Ezekre a 3.2
és 3.3 Kdvetkezmények @@ pontjai kimondhatoak, pl. az utolsé
tételt specializalva kapjuk:

4.1 TETEL. Ha A C 7Z véges, r € 7Z, m € N, akkor

F(t) =) e(at)

acA

-t irva

1 rk k
H{a: a€e A, a=r (modm)}|:—ze<——>f<_>

m m m

1 m—1 k k

_15. <_L> e <C‘_>
m k=0 acA m

A 4.1 Tétel bizonyitasa. A 3.4 Tétel szerint

iz 1<i<t gi=g} =5 Zx(g)Zx(gz (4.1)
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Legyen ebben a tételben G = Z,,, g def r, A = {aj,az2,...,as}

f
(azaz t = s), g; def a;.

Ekkor ha x karakter G = Z,,,-en, akkor

X =e(2),

ahol 0 < k < m — 1. Ekkor (4.1) alapjan

3=

Ha: a€ A a=r (mod m)} =

I
I|= 3= I~
M3
—
3T
N———
]
Py
I|T 3
N———

A 4.1 Tetelben f(t) az A halmaznak generatorfliggvénye, tovabba
hivjuk még Fourier transzformaltnak is.

Most derul ki, hogy miért olyan fontos a szdmelméletben az e(«)
flggvény:

e(a) periodikus egy periddussal. igy e (Z) csak az n elem
mod m maradék osztalyatol figg.

e (a%) fix k-ra és m-re csak az a elem mod m maradék oszta-
lyatdl fagg.

Tehat, ha az A sorozat f(t) = fa(t) generatorfliggvényét (Fo-
urier transzformaltjat) tudjuk uralni, akkor a maradék osztalyokban
valo eloszlasa uralhato.
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Ezt az elvet forditott iranyban is alkalmazhatjuk. Ismert eloszlas
a maradék osztalyokban = f(t) generatorfliggvény kontrollja = A
mas aritmetikai tulajdonsagai is vizsgalhatok.

Erre épll az additiv karakterek alkalmazhatésaga.

Persze a tételben szerepld formula direkt karakterekre valo hivat-
kozas nélkil is kiszamolhaté lenne, de igy jobban latszik.

4.1. Alkalmazasok

4.2 TETEL. Hat € N, f(x1,...,x¢) € Z[x1,. .., x|, akkor az

f(@1,...,2¢) =0 (mod p)

kongruencia megoldasszama

mzlmzl Z <f(t1,...,tg)£>.

kOt_O ty=

A 4.2 Tétel bizonyitasa. Az el6z6 tétel » = 0-val és

A={f(tr,- )+ (t1s---ste) € {0,1,...,m —1}}

-val. Ekkor

N = |{f(try.--ste):  (t1,...,t) € {0,1,...,m — 1}%,
fty,.. tg)EO (mod m)} |

1 7 k
B R BB

Itt e (—%%) = 1, s ezzel megkaptuk a tétel allitasat.

m
Linearis kongruenciara specializalva:
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4.3 TETEL. Legyent € N, a1,az,...,a4,b € 7 6s

def
d= (a1, a2y ...,a0,m).

Ekkor az

aix; ++--+axy=b (mod m)

kongruencia megoldasszama:

N _ | mTid, had]|b
1o, had{b.

Megjegyzés. ¢ = 1-re az ax = b (mod m) megoldaséra valoban
azt kapjuk, hogy

d= (a,m), had]|b
N =
0, had+tb.

A 4.3 Tétel bizonyitasa. EI6z0 tétel f(x1,..., %) = arx1+---+

ayTry — b-vel:
1 m—1m—1 m—1 k
N =— ---Ze((altl—i—---—i—agtg—b)—)
m k=0 t1=0 ty=0 m

m, ham | ak m, ham | ask
0, hamtaik

0<k<m m
m|(aik,...,ark)
1 k ‘
= — E el —b— | m".
m 0<k<m m

m|(ay,...,ap)k

22



Legyen d %ef (ai,...,ap,m), tovabba m = m*d, (ai,...,ay) =
a*d, ahol (m*,a*) = 1.

Az utolsé szumma indexében m | (ai,...,as)k szerepel, ezt
elemezzik most kicsit:

m | (a,y...,a0)k <& m*d | a*dk

& m” | a*k

ahol (m*,a*) = 1 miatt

Ezért a szumma indexében irhatunk k = m*t-t, ahol ¢t fut a
0,1,..., 7 —1szamokon,azazao0,1,...,d—1szamokon. Ekkor
k= mt — L Tehat

m m

t=0
[ mtd, had|b
| o, had?tb.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik.

Eddig olyan exponencidlis 6sszegeket néztiink, ahol a kitevd a
valtozonak linearis flggvénye, azaz

e((r(n)),

ahol r(n) az n-nek elséfoku polinomja. A kdvetkezd |épés, ami-
kor masodfoku polinom van a kitevoben. Ezt az esetet a kdvetkezd
fejezetben nézzik meg.
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5. Gauss 0sszegek

5.1 DEFINIiCI0. Legyen m € N, a € Z. Ekkor
m—1 a
S(a,m) = Z e (:L'2—>
=0

O0sszeget Gauss 6sszegnek nevezzUuk.
5.2 TETEL. Hap > 2 prim, (a,p) = 1, akkor

+vpP, hap=1 (mod 4)

S(a’p):{iz\/_, hapES (mod 4)

Tehdt |S(a,p)| = /.

Az 5.2 Tétel bizonyitasa. El6sz6r csak |S(a, p)|-t hatarozzuk meg.

|S(a,p)|2 - S(a,p)S(a,p)

S

y=0 p

p—1p—1
a
=3 Ye(@ -7
=0 y=0 p
p—1p—1

—Y Y e(@-ne+n?).

=0 y=0

Most x — y értéke szerint vezetlnk be Uj valtozdkat. Legyen
r—y=t (mod p),

ahol 0 < t < p — 1 feltehetd. Mostcsak * — y =t (mod p) ma-
radéka szamit. Eredetileg a szummak x, y-n futnak. Az U] valtozok:

t,y. lgy:
p—1p—1
t(t + 2y)a
S@p)P=33 e ( )
t=0 y=0
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i (t%) <2tya>
= e|—l|e| ——
t=0 y=0 p p

1

P t2a> R <2tya>
= el — el —
t=0 P/ =0 p

y
0, hap{2at, azazt > 0
p, hap| 2at, azazt = 0.

Ebbol
S(a’ p) = \/1_7

Ha p = 1 (mod 4), akkor —1 kvadratikus maradék. Azaz az
Osszes kvadratikus maradékot kétszer soroljuk fel az alabbi kongru-
encia bal és jobboldalan:

{12,2%2,...,(p—1)*} = {-1%,-2%,...,—(p—1)?} (mod p).

igy:

p—1
a
= e —$2—>
x=0 p
— S(aa p)

Azaz S(a, p) valds, abszolut erteke /p. Tehat S(a,p) = £,/p.
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Hap =3 (mod 4):

Stap) + 5 = 3o (#70) + e (72)

=0 p y=0 p
T T
kvadratikus kvadratikus
maradékok 2 x nem-maradékok 2 x
ésallx ésallx
p—1
Qa
= 2 e (z—)
= 0.

Azaz Re S(a,p) = 0, de mivel |S(a, p)| = /D, igy

S(a,p) = £i/p.

5.3 TETEL. Ha (a,p) = 1, akkor

S(a,p) = (%) 5(1,p).

A 5.3 Tétel bizonyitasa. A kdvetkez6 lemmat hasznaljuk.

5.4 LEMMA. a,b € Z; eseten

S(ab®,p) = S(a, p).

A 5.4 Lemma bizonyitasa. Valéban

S(a:p) = Y eplaz?) = 3 e( ).
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Amint x fut Z,-n, nyilvan bx is fut Z,-n ezert

p—1

S(a,p) = ) _ ey(a(bz)?)

=0
p—1
= Z e,(ab’x?)
=0
— S(abz,p),
ami éppen a lemma allitasa.

Fixaljunk egy n kvadratikus nem-maradékot mod p. A lemma
alapjan:
S(a,p) = S(1,p),

ha a kvadratikus maradék. Ebbol:
Qa
S(a,,p) - ; S(l,p)

azonnal kévetkezik, ha (g) — 1. Hianyzik a (g) — 1 eset. Szin-
tén a lemma alapjan:

S(a,p) = S(n,p),

ha a kvadratikus nem-maradék. Vizsgaljuk a
p—1
Z S(a, p)
a=0

0sszeget. Egyrészt ez

p—1 p—1
S(O,p) + Ts(lap) + TS(nap)a

mivel p%l kvadratikus maradék és p%l kvadratikus nem-maradék lé-
tezik. Masrészt:

p—1 p—1p—1
> S(ap) =D > eplaz?)
a=0 a=0 =0

27



= Z Z ep(awz)

Ez 0 kivéve & = 0
esetet, amikor p

= p.
Vagyis:
S(0 )+p_15(1 +p_15( —
s D T ap) T n,p) = p-
Ezp
Ebbol
S(nv p) — _S(]-v p)
n
S(n,p) = <_> S(1,p).
b
Azaz (%) = —1 esetén is

S(a,p) - S(’I’L,p) — —S(l,p) = <%> S(l,p)

teljesul.
A kovetkez0 tétel megtalalhatoé pl. a ,kis” Vinogradov kdnyvben
[6, 67. oldal, 11b 3 feladat]. Itt most nem bizonyitjuk.

5.5 TETEL. m > 2, (a,m) = 1 esetén
1.
vm, ham=1 (mod 2)
|S(a,m)| =< 0, ham =2 (mod 4)
v2m, ham =0 (mod 4).

2.
( (1+¢)v/m, ham=0 (mod 4)
, h =1 d4
S(1,m) = 4 vm am (mod 4)
0, ham =2 (mod 4)
\ i/m, ham =3 (mod 4).
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Példaként tekintsik a kdvetkezot:
5.6 TETEL. Azx?+y? = a (mod p) kongruencia megoldasszama

( 2p—1, haa=0 (mod p), p=1 (mod 4)
p—1, haazZ0 (modp), p=1 (mod 4)
1, haa=0 (modp), p=—-1 (mod 4)
P+, haaZ0 (modp), p=-—1 (mod 4)

Az 5.6 Tétel bizonyitasa. Az f(xy,...,x¢) = 0 (mod m) megol-
dasszamara a tanult tétel miatt

VLSS S (- o)

a:OyOk:O

5 (o) EE e ().

pkO

A k = 0 tagot kiulénvéve:

1 12
N:?.p2+1—)ZS(kﬁ,p)2

g

Vo

e, ) P hap=1 (mod 4)
—p, hap=—1 (mod 4)

1 hap=1 d 4
= 0p - p, ahol 5p:{ P (mod 4)

fgy:

p—1

k
N:p—l—dee(—a—)
k=1 p
p—1, haa=0

:p+6p'
—1, haa # 0

29
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(p—l—(p—l):2p—1, haa=0 (modp), p=1 (mod 4)
p+1-(—1)=p—1, haa#0 (modp), p=1 (mod 4)
p—(p—1) =1, haa=0 (modp), p=-—1 (mod 4)

\p—l-(—l):p—l—l, haa#Z0 (modp), p=-1 (mod 4).

5.7 KOVETKEZMENY. Barmely p primre 3 a, b € 7 ugy, hogy
a’+b*+1=0 (mod p).
Ez kellett a négynégyzetszam-tétel bizonyitdsa soran.
Az 5.7 Kévetkezmény bizonyitasa. Az
z?+y?*=—1 (mod p)

kongruencia megoldhatésagat allitjuk. Ez p = 2-re trivialisan meg-
oldhaté (x = 0, y = 1 megoldas). Ha p > 2, akkor a tanult tétel
szerint a megoldasok szama:

N — p—1>0 hap=1 (mod 4)
| p+1>0 hap=—1 (mod 4).
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6. A Vinogradov lemma
A koévetkezdkben egy rendkivil fontos, additiv karakterekre vo-
natkoz6 egyenldtlenségrol lesz szo.

Roth a Vinogradov kényv [2] kbnyv elészavaban irja, hogy Vinogra-
dov médszerének a lényege az, hogy a kérdéses problémat

Z Z e(auv)

tipusu 6sszegek becslésére redukalja, és ilyen dsszegek becslésére
van egy egyszerl technikaja. Az elsd lépés ilyen iranyban:

6.1 LEMMA. (Vinogradov) Legyen (a,q) =1,q > 1és
def Kk
SENS e@ne (ov)
=0 y=0 q

(azaz ¥(n) = e (%n) mod q additiv karaktert irva, S =
>e 2y §(@)n(y)¥(xy)), s legyen

Y @) =Xo, D> Inw))* =

Ekkor
S| < (XoYoq)'2.

A 6.1 Lemma bizonyitasa. A Cauchy-Schwarz egyenlotlenség sze-
rint:

g—1q—1

1S|* = ;}2)5(%‘)"7@)6 (wy >|
= Z&(w)Zn(y)e <wy )‘
% ey =0

b(ac)
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qin(w)e (qu>

2)

< (Z |£<cc>|2> : (Z

y=0
o SIS n(we(aus) S0, e (—ov's.)
Azaz
) —1 g—1 (y y/)a
ISP < X0 > > n(w)n@) Z
y=0 y’=0 s
— q, haQ|(y—y’)a,¢>y:y/
0, ha Y 75 y’
—1 qg—-1
= Xo Z S ny)ny)a
y=0 y’=0
= XoYoq.
Ebbdl:

1S| < (XoYoq)'/2.

A kovetkezokben egy alkalmazasrdl lesz sz6. Ha A, B,C,D C Z,
nagy, akkor az

at+b=cd, acA beEB, ceC,deD

egyenlet megoldhato Z,-ben.

6.2 TETEL. (Sarkozy [1], 2005) Ha p prim, A,B,C,D C Z, és az
a+b=cd, ac A beB,ceC,deD (6.1)

megoldasszamat N -nel jelbljik, akkor
|A[-[B|-|C|-|D|
p

N — < (lA]-|B]-[c| - |D])"* p"/>.
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6.3 KOVETKEZMENY. Hap prim, A,B,C,D C Z, és
Al - |B|-|C| - D] > p?, (6.2)

akkor (6.1) megoldhato.

Megjegyzés. A kdvetkezmény, azaz (6.2) a lehetd legjobb kons-
tansszorzoétol eltekintve: ha A = B = {n : 1 < n < p/2},
C = Zy,, D = {0}, akkor

1
AL 8] fel - 1P] = (§ +o(1)) 5
és (6.1) nem oldhaté meg.

A tétel nem terjeszthetd ki primmodulusrél dsszetettre, azaz
Zp10l Zp-re: Ham = 2k, A = C = {2,4,...,2k}, B =
{1,3,...,2k — 1}, D = Z,,, akkor

1
AL 18] - €] D] = (5 +o(1) ) m,
és (6.1) nem oldhat6é meg.
Sok érdekes kbvetkezmény, pl.:
C=D={z": x € Ly}t

véve
{cd: cecC,deD}={z": ze 7},

azaz |A| - |B| > (k* + o(1)) p esetén
a+b=2 acA beB

megoldhato.
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lgy ha példaul, A = {z™ : = € Z:}, B = {y" : y € Z}, akkor
azt kapjuk, hogy

m k

" +y"=2" (mod p), =zyzZ0 (mod p)

megoldhaté. Specidlisan =™ + y® = 2" (mod p), xyz #Z 0
(mod p) is (ez a Fermat-kongruencia).

Fontos még az alabbi kdvetkezmények is: haC = D = {22 : 2z €
Zx} és |A| - [B| > (4 + o(1))p, akkor

b
<a—|—>:1, ac A, be B
p
megoldhat6. Ebbdl persze az is kdvetkezik, hogy ha |A| - |B| >

(4 4+ o(1))p, akkor

b
<a+ ):—1, ace A beB
P

is megoldhatdé. So6t, 6sszefligg a legkisebb kvadratikus nem-
maradek problémajaval.

A 6.2 Tétel bizonyitasa. Legyen F'(a, b, c,d) = a + b — cd. Ekkor
F(a,b,c,d) =a+b—cd=0 (mod p),
a€ A be B, ceC, de Dmegolddsszama a 4.2 Tétel alapjan

N:%ZZZZSe((a—I—b—cd)S)

ac A beB ceC deD 5::0

7

p, haa,b,c,d megoldas
0, haa,b,c,d nem megoldas.
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Rendszerint a fokarakter k = 0 adja a fétagot, a tébbi csak hiba.
Ezért ezt klldnvesszik:

Al - B[ -|C| - |D|

N:
p
121 k k
SR ) ()T ()
pkz 1acA benB p ceC deD p
igy
‘N_IAI'IBI'ICI°IDI‘

p

< IS () [ (08) [ e (et

Itt a Vinogradov lemma miatt (Id. 6.1 Lemma):

>3 e(-edt)

ceC deD

< (|c||DIp)"?.

Azaz

Al-|B|-|C|-|D
‘N_IIIIIIII‘

p
< 1/2 (|C||D|)1/2Z

k 1

()

beB p |

e (=)

Cauchy—VSchwarz
o\ 1/2
k p—1
Se(a) ] (X
acA p ) (k:_l
Tudjuk, hogy F(a) = > %~ ~, aje(ja) esetén

P

35

p—1

1/2 (lc|lph'? (Z

)

beB p

k=1

2) 1/2

p—1
=p) laxl*. (6.3)
k=0

p—1

D

k=0




(Parseval tipust egyenldség, HF.) igy:

Al - |B|-|c| - |D] 1
< — (lc]|D)*? (plA)'? (p|B])'/2
p pl/

= pY2(|A|-|B|-|c| - |D|)"*.

N —

A 6.3 Kovetkezmény bizonyitasa.
|Al-|B]-|C| - |D|
p
=p'? (A - |B|-[C| - D) (

N >

—p2(|A| - |B| - || - |D])"?

(14)- 18| - le| - ID)*
p3/2

> 0.

Hivatkozasok

[1] A. Sarkdzy, On sums and products of residues modulo p, Acta
Arith. 118 (4) (2005), 403-4009.

[2] I. M. Vinogradov, The Method of Trigonometrical Sums in the
Theory of Numbers, Dover Publications, Revised edition 2004.
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7. Weyl 0sszegek és Weil tétel

Volt

p—1

ax?
(%)
p

Gauss 0sszeg

A bizonyitas modszerével:

; <f(fv)>‘

= Vb

)z ()

— fw) /p)

Yy

xr

(%,
I (EE

(x —y)g(x,y)

t

=Y > e(tgt+y,9)/p),

itt g(t + «, y) foka y-ban eggyel kisebb mint f foka, s ezzel eggyel
kisebb foku polinomokra redukaltuk a becslést. A fo:M e(f(x))
tipusu 6sszegeket Weyl 6sszegeknek nevezzik.

Ezzel az 6tlettel Weyl [3] pl. a kévetkez6t igazolta:

7.1 TETEL. Ha M, N, a €s q egész szamok, ahol (a,q) = 1,q > 0

és f valds egydlitthatos k-adfoku polinom, amelynek a,, fbegydittha-

tojara teljesdl az

a t
ar — —| X —5»
ql ~ ¢
egyenlbtlenség valamilyent > 1-gyel, akkor ¥V € > 0-ra igaz lesz,
hogy
M+N ¢ 1
> e(f(2) =0 <Nl+€ (— + =+
=M q N
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amint N — oo.

A fenti becslés csak akkor nem trividlis, ha ¢ < N*.
Van egy masik kapcsol6dé altalanos tétel:

7.2 TETEL. (Weil [2], 1941) Legyen p prim, f(x) € F,[x], d-edfoku
polinom, ahol 1 < d < p. Ekkor

5 (1)

x=0 p

< (d —1)/p.

Pontos: ha f(x) = =2

Nem bizonyitjuk a tételt, nagyon mély algebrai geometriaval.
(Késbbb: Sztyepanov + Schmidt [1] elemileg, de hosszasan.)

Hivatkozasok

[1] W. M. Schmidt, Equations over Finite Fields: An Elementary
Approach, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 536, Springer,
2006.

[2] A. Weil, Sur les courbes algéebriques et les variétés qui s’en
déduisent, Act. Sci. Ind. 1041, Hermann, Paris, 1948.

[3] H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod Eins, Math.
Ann. 77 (1916).
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8. Erdos és Moser problémaja

Még egy illusztracié. Diophantosz kérdezte a kbvetkezot:

Hany a.,as,...,a; egész szam adhaté meg ugy, hogy a;a; + 1
mindig négyzetszam, ha ¢ # 57

Euler, Fermat, Dujella és sokan masok dolgoztak a probléman (én
is).

Erdds, illetve Moser kérdezték az aldbbi problémat egymastdl flig-
getlendl 1963-ban:

Legyen A = {ai,as,...,a;:} olyan, hogy
a; —|— aj

mindig négyzetszam, ha i # j. (KUlI6nb6zb a;-k dsszege mindig
négyzetszam.) Mekkora lehet t? Lehet-e tetszdlegesen nagy?
Megjegyzés: az, hogy z és j killdnb6zd azért kell, mert kiilénben

a,;—l—ai:2a,;:n2

a; = —

2

esetén tul erds, tulajdonképpen pitagoraszi szamharmas-szeri
problémat kapnank. Lagrange [4] és Nicolas [5] példat adott meg
t = 6-tal:

A = { — 15863902, 17798783, 21126338, 49064546, 82221218,
447422978},

Azébta sincs masik példa ¢t = 6-tal.
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Lehetséges, hogy maxt = 6, és nagyon valdszinl, hogy maxt =
O(1), de ez reménytelennek tlnik. Ezért inkadbb az [1, x| interval-
lumbeli halmazok esetén x fliggvényében becsuljik t értekét.

8.1 TETEL. (Rivat, Stewart, Sarkozy [6]) Létezik egy =, egész
szam, hogyhaxy < © € N, A C {1,2,3,...,x}, és tudjuk, hogy
a,a’ € A esetén a + a’ mindig négyzetszam, akkor

| A| < 37 log x.

A 8.1 Tétel bizonyitasa. Most itt a lemma, ami a |ényeges rész, a
tébbi konnyl (szita alkalmazasa)... Tehat a lemma, ami talan fug-
getlen érdekességu:

8.2 LEMMA. Ha p prim, p > 2, B C Z, ésb,b’ € B, b Z bV
(mod p) esetén

<b—|—b’
p

>:1 vagy b+ b =0 (mod p),

akkor
|B| < 64/p.

Miel6tt bebizonyitanank, ez miért visz eldbbre?
Tekintsink egy ,j60” A sorozatot. Ha a,a’ € A, a # a’, akkor
a+ a = n?,

vagyis

/
<a+a>:1 vagy a+a =0 (mod p),
p

igy a lemma miatt V p-re csak kevés < 6p'/2 maradékosztalyban
helyezkedik el.
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Ebbdl szitaval kijon, hogy A C {1,2,...,x} ritka” (|A| ,kicsi”)
flggvenyeben.

A 8.2 Lemma kijén Sarkdzy tételébdl (6.2 Tétel) is, de most lassuk
az eredeti bizonyitast.

A 8.2 Lemma bizonyitasa. Legyen

p—1 ha:2
G(h,p)=) e <—> (Gauss 6sszeg)
p

x=0

Go = g(lap)a |g0| - \/5
Ekkor az 5.3 Tétel miatit
h
G(h,p) = <;> G(1,p), ha(h,p)=1.

Szébval

Go. 1o

g(h,p) _< _gﬂa ha (
BL hap

p—1 2 2
b
S = gef ( E e (_a: )) .
=0 \beB p

Ekkor | S|-re alsé felsd becslést adva adddik a lemma allitasa.

(8.1)

)<
o

— RIS

TekintsUk most

EldszOr nézzlik az als6 becslést.

S| — ZZZ ((b—l—b’)w )

z=0 beB b/ B

=1> "> G(b+V,p)

beB bV EB
=D "> G+> Y (Gb+1b,p)—G)
beBbeB beBbeB
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Itt a masodik tagban G(b + b’, p) — Gy, majdnem mindig 0, hiszen
b + b’ kilénbdz6 b, b’-kre kvadratikus maradék vagy 0, és itt hasz-
nalhatjuk (8.1)-t. Kivételt jelent, hab = b" (mod p) vagy p | b+ b'.

igy a haromszdg-egyenlétienség alapjan:

S| > |B|*|Gol — > _1G(2b,p) —Gol — > 16(0,p) — Go

beB b,b' €B,bA£b’
p|b+b’
> |B*vp— ) 2p-— > 2p
beB b,b’ €B,bA£b’
plb+b’

/]\
V b-hez legfeljebb egy &’

> |B*vp—) 2p— ) 2p

beB beB
> |B|*/p — 4p|B].

Masrészt: )

p—1
18] <>

x=0

)
> e~
beBB p

Ahogy = fut a 0,1,...,p — 1 mod p maradékosztalyokon x?2
minden maradékosztalyt legfeljebb 2-szer vesz fel. Tehat:

p—1 b’y
S| <2> ) e (—)
y=0|beB P

<23y 3o (C20)

y=0beB b’ cB

Yy S (O

beB b eB y=0

=92 Z D

bb'eB
b—b'=0 (mod p)

2

csak b=b’-re
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= 2|B|p.

B|>v/p — 4p|B| < |S| < 2|B|p
1B|*/p < 6|B|p
1B| < 6+/p.

A kovetkezokben a masik alkalmazott eszkdzt, Gallagher na-
gyobb szitajat [2] ismertetjlk.

A jelen valtozatot Erdds, Stewart és Sarkdzy [1] mondta ki 1994-ben.

8.3 TETEL. (Gallagher nagyobb szitaja) Tegylk fel, hogy m,n €
NAC{m+1,m+2,...,m+n} ésP C N egy véges halmaz,
amelynek elemei paronként relativ primek. Minden p € P-re jeldlje
v(p) azon mod b maradékosztalyok szamat, amelyek metszik A-

t. Ekkor
> logp — logn
A < 22
> 282 _logn

o= v(p)

feltéve, hogy a nevezb pozitiv.

, (8.2)

Gallagher az allitast el6dsz6r abban az esetben fogalmazta meg,
amikor P csak primeket tartalmazott.

Miért hivunk egy ilyen tételt szitdnak? Ebben az esetben az
A halmaz elemszamat a v(p) fuggvények segitségével becsuljik.
Ha A sok mod p maradékosztalybdl nem tartalmaz elemet, akkor
v(p) kicsi, igy (8.2) nevezdjében szerepld tért nagy, ami |.A| elem-
szamara eros felsd becslést ad.

A tételt a ,,Kombinatorikus Szamelmélet” eléadason [3] bizonyitottuk.
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Gallagher nagyobb szitgjabol kdvetkezik a tétel.

Legyen m = 1, n = «,

P = {p: pprimés p < 36(log z)?}.

Jeldlje B, C Z, azon maradékosztalyok halmazéat, mod p, ame-
lyekre létezik vele kongruens a € A:

B,2{b€cZ,: Jac Ab=a (modp)}.

Mivel a + o’ mindig négyzetszam, igy b, b’ € B,-re:

(b—l—b’
p

) =1 vagy b+b =0 (mod p).
A 8.2 lemma miatt

u(p) = |B,| < 6p*/2.

Ezt alkalmazva:
> logp — logx
p<36(log x)?

logp _ logx
pS36%<:>gw)2 SvP ®

Al < (8.3)

A fenti képletben szummakat kiszdmolva a kdvetkez6 becslés

| A| < 37log .

De vajon, hogyan kezelhetd a fenti képletben a > log p
p<36(logx)?
és 3 lg’% primeken futé szummak?
p<36(logx)? P

Primeken futé szummak kezelésére két lehetdség is kinalkozik:
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1. Lehetoség: Lebesgue-Stieltjes integrallal (a két lehetdség kdzll
ez ad pontosabb becslést), errdl a fejezet végén lesz egy két szé.
Most a 2. Lehetdség szerint fogunk haladni.

2. Lehetdség: Primszamtétellel. Eszerint a szamlaléban 1évo kife-
jezés:

Z log p — log x = log H p| — logx.
p<36(log z)? p<36(log z)?

A ,Primorial” cimé Wikipédia oldal [7] szerint ] ., = e(+o()n igy

Z log p — log x = log (e(1+°(1))36(1°gw)2 — log az)
p<36(log z)?

= (14 0(1))36 (log z)* — log «
= (1 4 0(1))36 (log x)>.
Sajnos, a nevezdnél nincs olyan szerencsénk, hogy a széban forgé

primeken futdé szummat megtalaljuk a Wikipédian. Ezt bizony ki kell
szamolni...

Kévetkezzen tehat a nevezd becslése. Amit lehet régton beleol-
vasztunk az o(1)-be. A szummank:

log p
Z — log x.
p<36(loga)? OVP

Az [1,36(log x)?] intervallumban a primek ndvekvé sorrendben:
p1 =2, po =3,p3 =5,...,p: Ekkor

t = w(36 (log x)?)

36(log x)?
log (36(log x)?)
(log x)?
loglog x

= (1+0(1))

— (14 o(1))18
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A nevezdben a szumma

(140(1))18 e )’

t loglog x
lo i %% lo i
Z sb —logx = Z 5P — log x.
=1 6 Vv P i=1 6\/ Di

A primszamtétel miatt:

p; = (14+o0(1))ilog?
logp; = (1 4+ o(1)) log1
vPi = (1 + 0o(1))+/tlogz.
lgy a nevezdben a szumma

(140(1))18 e )’

loglog « 3
&oe vViog i
1+ o(1 — log x.
; ( ()= G
Kdzelitjuk integrallal:
(1+o(1))18 1oz Viogi
/ (1+o — — log x.
i=1 6%

(1—|—o(1))% primitiv figgvénye (1+o0(1))3+/7 log (€z nem pon-
tos érték, hanem olyan, amiben megengediink egy ordds hibatagot.
Derivaljuk le az utébbi fllggvényt és megkapjuk az eldbbi fliggvenyt,
amennyiben a fétagot megtartjuk, a tébbi tag meg mehet az ordéba.)

Most tehat ott tartunk

Z log p — logx

p<36(loga)? OVP
(1-|-o(1))18I(C‘f;gl:g)gc
= (1+o0(1))= \/zlogz] — logx
(log )2
=(1+ 0(1)) 18— %)" z) -2loglogx — logx
log log «
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=2(14o0(1)) logx — logx
= (1+ o(1)) log «.

Vagyis

(1 + 0(1))36(log x)?
|A| < 1+ o(1) log @ < 37log x.

Emlitettlk, hogy (8.3) becslése térténhet masképp is (az emlitett

2 lehetdség kdzll ez volt az elsd), nevezetesen Lebesgue-Stieltjes
integrallal. Ezeknek a becsléseknek az alapja:

S ) = / " F(t)d pi(t)

p<z

= f(t)m(t)

_ / " F (b (t)dt

Ennek a mbdszernek a tovabbi kidolgozasa HF. Az érdekl6ddk en-
nek kapcsan megnézhetik még a kbvetkezd linket is: link.

Kbvetkezne:
e (20) ) S )

Waring, Weil 6sszeg... Majd valamikor... Most azonban a kovetke-
z0 fejezetben még egy additiv karakteres 6sszeg, utdna ratérink a
multiplikativ karakterekre.

Hivatkozasok
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9. Kloosterman 0sszegek
Két definicio:
9.1 DEFINIiCIO. Hag € N, q > 1, a,b € Z, akkor az
b %
Uabi) & 3 e (m>
0<z<q q
(z,q)=1

(ahol x*-ra az xx* = 1 (mod q) teljesil) ésszeget Kloosterman-
6sszegnek nevezziik.

9.2 DEFINICI0. Egy

kl a a
Se(f@)=) vagy > elf(x)=
r=1 q 1<x<q q
(z,9)=1
tipusu 6sszeget teljesnek (angolul ,complete™nak), egy
a a
> e(r@?) vay ¥ e(r@?)
u<xr<v q u<r<v q

(xz,q9)=1

tipusu 6sszeget nem teljesnek (angolul ,incomplete”™nak) nevezink.

Eddig csupa teljes 6sszeggel (Ramanujan 6sszegek, Gauss
0sszegek) foglalkoztunk; a fenti Kloosterman 6sszegek is teljesek,
de lehet nem teljes 6sszeget is definialni a

axr + bx*
o) ® ¥ o (S5
u<r<q q
(x,q9)=1

képlettel. Nem teljes Kloosterman 6sszegekrol késobb lesz sz6.

Eloszoér teljes Kloosterman 6sszegek. Néhany alaptulajdonsag
(Id. ,Kis” Vinogradov [2, 51. oldal] vagy Hooley [1]):
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9.3 TETEL.
a) U(a,b;q) V a,b,q-ravalds.
b) U(a,b;q) =U(b,a;q) Y a,b,q-ra.
c) Ha (h,q) = 1 akkor

U(a,bh;q) = U(ah,b;q).

d) Multiplikativ tulajdonsag: Haq1,q2 € N, q1,92 > 1, (q1,92) =
1 és adott a, b, q1, g2 mellett b, by olyan, hogy

bigs + b2g° =b (mod q1q2) (9.1)

akkor
U(a,b;q1q2) = U(a, b;q1)U (a,b; q2).

A 9.3 Tétel bizonyitasa.

a) Eleg: U(a, b;q) = U(b, a; q).

Valéban:
- bxr*
Ulabig)= 3 (M)
0<z<gq q
(z,9)=1
(—x)”
3 a(—x) +b(—z")
0<z<gq q
(:B,q)=1
()
— Z e
0<y<gq Y
(y,9)=1
— U(a'a b; Q)



b), ¢) Hasonldéan kénnyi, HF.

d) litalényeg: Ezzel a d) tulajdonsaggal a Kloosterman 6sszegek
vizsgalata a ¢ = p“ esetre redukalhatd.

A bizonyitas soran a kdvetkezobdl indulunk ki: ha
def
z(u,v) = ugs + v

és u redukalt maradékrendszeren fut mod q;, valamint v re-
dukalt maradékrendszeren fut mod g, akkor x(u, v) redukalt
maradékrendszeren fut mod g1 q-.

igy a baloldalon

Ula,bjq) = > _ e(w>

1<2<q 9
(z,9)=1

szerepel, ahol az x-re vonatkoz6 6sszegzés mod q;q- re-

dukalt maradekrendszeren valdé 0sszegzést jelent. Ehelyett:
x — x(u,v), ahol u, v fut mint fent:

Ula,biquge) = Y, ) e(a”’(“’”)JFbw(uav)*)

1<u<q, 1<v<gs 4192
(u,q1)=1 (v,q2)=1

Itt « definicioja miatt *(u, v) olyan, hogy

z(u,v) z*(u,v) =1 (mod q1q2)
N —
uqgs + vqi
ugex*(u,v) + vg1x*(u,v) =1 (mod q192)
ugax*(u,v) =1 (mod q;)
vqrx*(u,v) =1 (mod g-). (9.2)
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lgy ezt és b = biqg3 + b2qg? (mod gi1g2)-t hasznalva

(aw(u, v) + bx(u, v)*)
e
q192
— (a(uq2 + vq1) + (b1q§ + b2qf)az*(u, U))

q192
_ . (au L big2x*(u, v) n baqiz* (u, U)) .

q1 q2 q1 q2
Iltt (9.2) alapjan:

g2z (u,v) =u* (mod q;)

1" (u,v) =v* (mod @q2),

vagyis
, b , * b.u* bov*
e(aaz(uv)—l— w(uv)>:e<%+@+ 1u+2v>
q1q2 q1 q2 q1 q2
(au -+ blu*> (av + bw*)
—-e|l——— |e| —— ).
q1 q2
Azaz

au + bju* av + byv*
U = Y oMY (o)

0<u<qy 1 0<v<q2 92
(uaql):]- (anZ):l

= U(a, b;q1)U (a, b; q2).

Ezek utan, mit lehet tudni egy Kloosterman 6sszeg abszolut értéké-
rél tudni?

9.4 TETEL.
a) (a,p) = (b,p) = 1 esetén |U(a, b; p)| < 2{/Pp.

b) ¥ a,b-re |U(a, b;p)| < 2./p(b, p).
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c)aeN a>1, (a,p) = (b,p) =1 esetén
U (a, b; p*)| < 3v/p°.
d) V a,b-re:
U (a, b; p*)| < d(p*)/p(b, ).
e) Va,b,q-ra:

|U(a,b; q)| < d(q)vp(b,q).

A 9.4 Tétel bizonyitasa.

a) A. Weiltdl szarmazik, nagyon mély, algebrai geometriaval, nem
bizonyitjuk.

b) 3 eset:
1. (a,p) = (b, p) = 1: a)-val azonos.
2. p | b: Ekkor |U(a,b;p)| < p trividlisan. Jobboldal
2y/p(b,p) = 2p.
3.pla, (bp) =1

Ui = Y o)

—~o
SR
[y Eg
II_é\
o

I
=
[ [
e
o
N
=N
~__

<

c) Salié, elemileg, nem bizonyitjuk.

d) Ez b)-bdl és c)-bdl kévetkezik. HF.
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e) Az utolsé tétel multiplikativ tulajdonsaga + d). HF.

Eddig teljes (komplett) Kloosterman dsszegekrdl beszéltink. Al-
talaban nem teljes exponencialis 6sszegek kezelése, becslése jo-
val nehezebb; rendszerint csak jéval gyengébb becslések adha-
tok. 2 fontos kivétel: Gauss-0sszegek (visszatérlink) valamint a
Kloosterman dsszegek; részben ebben all a jelentdséguk.

9.5 TETEL. Hae > 0,9 € N, q > qo(¢),a,b € Zés0 < v —u <
2q, akkor

> () <ae VB,

u<zr<v
(z,q)=1

A 9.5 Tétel bizonyitasa. EI6z0 tételbdl lehet levezetni; A Pdlya-
Vinogradov egyenldtlenségnél fogunk hasonlét csinalni; visszaté-
rink. (Egyébként Hooley [1, 36. oldal].)

Hivatkozasok

[1] C. Hooley, Applications of Sieve Methods to the Theory of Num-
bers, (Cambridge Tracts in Mathematics, Series Number 70,
Cambridge University Press, 1976.

[2] I. M. Vinogradov, A Szamelmélet Alapjai, Tankdnyvkiadd, Buda-
pest, 1951.
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10. Multiplikativ karakterek

Lattuk a szamelméletben két fontos véges csoport létezik: Z,, €s
Z* (= mod m redukalt maradékosztalyok multiplikativ csoportja.)

El6bbit targyaltuk; jon az utébbin definialt csoport karakterek. De
technikai okokbdl kicsit médositjuk (kiterjesztjik a definiciot.)

10.1 DEFINiCIO. Ha m € N, akkor egy x(n) : Z — C flggvényt
akkor neveziink multiplikativ karakternek, ha 3 olyan Z* -en definialt
X1 csoportkarakter, hogy

X(n) — Xl(n)v ha (fn,’ m) -1
> ha (n,m) > 1.

(Tehat tulajdonképpen csak annyi kilénbség, hogy (n, m) > 1 ese-
tén x(n)-t 0-nak vesszik.)

Lehetne csoport karakterek nélkl is definialni:

10.2 DEFINiCcIO. m € N esetén egy x(n) : 7Z — C flggvenyt,
akkor neveziink multiplikativ karakternek, ha

a) u,v €Z,u=v (mod m) = x(u) = x(v).
b) u,v € Z = x(uv) = x(u)x(v).

c) (n,m) > 1= x(n) =0.

d) x(n) # 0.

A két definicio ekvivalenciaja HF.

Példa. Legyen p prim. Ekkor

B % , ha(a,p)=1
X(n)_{g,) hap | a.
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A csoport karakterekre mondottakbdl kévetkeznek a mod m mul-
tiplikativ karakterek alabbi alaptulajdonsagai (Id. 3.2 Kdvetkezmé-
nyek).

1. x(1) = 1.
2. (a,m) = 1esetén x(a)az p(m) (= |Z} |)-edik egységgyok.

3.

(a) = 1, ha(a,n) =1
XY= 0, ha(a,n) > 1

karakter az Un. fokarakter.
x karakter = X is, ahol x(a) = x(a) (= x(a™1))
X1, X2 Karakter = x1x2 is, ahol x1xz2(a) = x1(a)xz(a).

4. A mod m karakterek szama ¢ (m).

¢ _ | e(m), hax = xo
;X(G) a { 0, ha x # Xo.

) ¢(m), haa=1
Z X(a)_{O, haa # 1.

x (mod m)

10.3 TETEL. Haa,ni,ny,...,ny € Z, m € N, (a, m) = 1, akkor
1 t
{i: 1<i<t,ni=a (modm)} =——=> x(a)) x(n).
p(m) < =

Csoportkarakterekrol tanultak miatt elég Z* -ot ciklikus csopor-
tok direkt szorzataként felirni. A kinai maradéktétel miatt, ha m =

(2 puNe?)

py'py° - - o esetén

* * .. *
Z _— Zpal X X Zp’?fr'

m 1
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Ha Z;?i mindig ciklikus lenne, azaz, V p;“-re lenne primitiv gyok,
készen is lennénk. Sajnos, nem ez a helyzet. Két szamelmélet
tétel:

10.4 TETEL. Akkor és csak akkor 3 mod m primitiv gydk, ha m =
2,4, p~ vagy 2p®, aholp > 2 prim.

10.5 TETEL. o > 2 esetén

Za = {—1}2 X {5}a2

A 10.4 és 10.5 Tételek bizonyitasa. Ld. ,kis” Vinogradov [2, 76-78.
oldall].

E két szamelméleti segédtételt felhasznalva kévetkezik, hogy a mod
m multiplikativ karakterek explicit alakja az alabbi:

10.6 TETEL. Legyenm = 2°p{* - -po, ahol 2 < p; < -+ < pi,
0<3,0< B1,...,8 Legyen tovabba g; primitiv gydk mod p3*.
Ekkor x : Z,, — C, akkor és csak akkor multiplikativ karakter
modulo m, ha léteznek olyan ay, as, by, ..., b, €gész szamok, hogy

1, haa =0vagy 1
0§a1<01d:ef ’ gy
2, haa > 2,

1 ha a = 0 vagy 1
0<az<c & ’ &
2972 haa > 2
és
0 <b; <o) -1,
tovabba
a) (n,m) =1 esetén aky, ks, ¥y, ...,L; €96Sz szamokat az

n = (—1)"5 (mod 2°), 0<k; <ci, 0<ky < cy
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n = gfi (mod pj¥), 0 < ¥£; < p(pj)

feltételekkel definialva

C1

b) (n,m) > 1 esetén x(n) = 0.

A 10.6 Tétel bizonyitasa. Davenport [1, 29. oldal], ,kis” Vinogradov
[2, 80. oldal].

10.7 DEFINIiCIO. A x mod m Kkaraktert primitivnek mondjuk, ha
olyan mq, szam és x karakter mod my, hogy my; | m, my < m
ésn € Z, (n,m) = 1 esetén x(n) = x1(n). Ha viszont létezik
ilyen mq, x1, akkor x -t nem primitivnek, és a legkisebb ilyen m.-et
X ~conductor™anak, x-t magat a legkisebb m-hez tartozdé (egyér-
telmi) x1 karakter altal indukaltnak mondjuk.

Megjegyzés.
1. xo Davenport szerint sem primitiv, sem nem primitiv.
2. Ha p prim, akkor mod p minden x # xo karakter primitiv.

3. Masik lehetséges definicié: x nem primitiv, ha 3 my; | m,
1 < m; < m, hogy x(n) értékei az (n.m) = 1-et kielégitd
n-ekre periodikusak m, peridodussal.

Hivatkozasok

[1] H. Davenport, Multiplicative Number Theory, Graduate Texts in
Mathematics 74, Springer New York, 2013, Originally published
by Markham Publishing Co., 1967.
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11. Gauss 0sszegek (2. rész)

11.1 DEFINiCIO. Ha q € N, x karakter mod m, akkor a

T(x) = qi x(m)e (%)

m=0

O0sszeget is Gauss 6sszegnek nevezzUk.

Miért?

Eredetileg belattuk, hogy ha p prim és (a,p) = 1, akkor az

S(a,p) = pi e <m23>

x=0 p

Gauss 6sszeg abszolut értéke

|S(a; p)| = /-

TekintsUk ra egy kicsit erre az S(a, p) Gauss 6sszegre:

S(a,p) = pil e <m23>

x=0 p
-1
P ) a
=1+ E el x’—
rx=1 p
x?=(—x)?=y-t 2x szamoltuk,

ha (%):1, 0-szor, ha(%):—l

-8 (() )03
-5 () + 50 (5)

y=0 y=1
A\

g

=0, (a,p)=1 miatt
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Legyen
X(n) _ (5) , ha (’I’L,p) —
0 ha (n,p) > 1
Ekkor
p—1 ya
S(a,p) = Y  x(y)e (—)
y=0 p
tipust 6sszeg. Itt ya = t (mod p)-t helyettesitve y = ta*

(mod p), ahol a* az a multiplikativ inverze. Vagyis:

S(a,p) = i);lx(taf")e (%)

~
_Eztnézve lesz |
vilagos a definicio.

11.2 TETEL. Ham € N, x primitiv karakter mod m, akkor

[T(x)| = v'm.

A 11.2 Tétel bizonyitasa. Csak abban az esetben bizonyitjuk, ha
m egy p prim. Ekkor az, hogy x primitiv, azt jelenti x # xo. Ekkor

IT(x)I? = izjx(a)e (g) gX(b)e (g)
S () E ()

= x(b)
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R e (2

a=1 b=1

)

Legyen ab* =t (mod p), azaz a = tb (mod p). Ekkor

rOF = 55 xe (")

t=1 b=1
(X /bt —-1)
-5 (E(450) )
P, h;tzl
0, hat #1

— (D —1) + Y x()(=1)

p—1

=p—1+> x(t)+x(1)

t=1
= 0.

A kdvetkezOkben egy attérési formulat tanulunk multiplikativ ka-
rakterrdl additivra.

11.3 TETEL. Haq € N, n € Z, x multiplikativ karakter mod p és
a) (na q) =1

vagy
b) x primitiv karakter, akkor

X(n)7(x) = :;:x(h)e (n%)
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A 11.3 Tétel bizonyitasa. a)

X760 = x(m) 3 x(me ()
x(n") "

Sxm()
- :Z:y(h)e (™),

ahol az utols6 sorban h = mn* (mod q) < m = hn (mod q).
b) Komplikaltabb, |d. Davenport [1, 65. oldal].

Hivatkozasok

[1] H. Davenport, Multiplicative Number Theory, Graduate Texts in
Mathematics 74, Springer New York, 2013, Originally published
by Markham Publishing Co., 1967.
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12. A Vinogradov lemma dualisa

Az el6zd fejezetben tanult attérési formulat, azaz a 11.3 Tételt
alkalmazva bebizonyitjuk a Vinogradov lemma (6.1 Lemma) egy du-
alisat.

Ugyanis, az alabbiak szerint 1étezik egy dualitas elv, mely sze-
rint, bizonyos tételek esetén, az additiv karakterek helyettesithetdek
multiplikativ karakterekkel, a szorzatok pedig 6sszegekkel, és vice
versa, a bizonyitasok pedig gyakran konvertalhatéak. Erre latunk
most példat.

A 6. fejezetben a 6.1 Lemmaban a kdvetkezo6t bizonyitottuk:

12.1 TETEL. (Vinogradov lemma) Legyen (a,q) =1,q > 1 és

s qf qf&(w)n(y)e <wyg>

=0 y=0

azaz¥(n) =e (%n) mod q additiv karaktert irva,
=YY &=@)n(y)¥(zy),
x oy
es legyen
qg—1 q—1
SN l@)=Xo, Y In@w)* = Yo
x=0 y=0

Ekkor
S| < (XoYoq)'/?.

Specidlisan, ha g = p prim, akkor a tételben az (a, q) = (a,p) =1
feltétel azt mondja ki, hogy ¥ # ¥, (ugyanis itt ¥(n) = e (gn)).
igy ebben a specialis esetben a kdvetkez6t kapjuk:
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12.2 TETEL. Ha p prim és ¥ # W, egy additiv karakter modulo p,

akkor
p—1p—1
S| =D €@)n(y)¥(zy)| < (XoYop)'?,
=0 y=0
ahol

p—1 p—1
Y lE@)*=Xo, > In)* = Y.
=0 y=0

A fenti tétel dudlisa a kovetkezo:

12.3 TETEL. (Gyarmati - Sarkozy [7]) Ha p prim és x # xo €egy
multiplikativ karakter modulo p, akkor

p—1p—1

S| =D @m@)x(z + y)| < (XoYop)''?,

=0 y=0
ahol

p—1 p—1
Y lE@))*=Xo, > In)* = Y.
=0 y=0

Megjegyzés. Mind a Vinogradov lemma, mind a fenti dudlisa
kdnnyen kiterjeszthetd IF,,-rdl tetszdleges véges testre.

12.4 KOVETKEZMENY. Amennyiben p prim és &(x) és n(y) karak-
terisztikus flggvenye bizonyos A, B C Z, halmazoknak, azaz

1, haz e A 1, hay € B
£(x) = n(y) =
0, haz & A 0, hay ¢ B,

akkor
< (lA||B|p)*>.

> ) x(a+1b)

acAbeB
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Ezt a tételt eldszdr Erdds és Shapiro [4] bizonyitotta be 1957-
ben.

Megjegyezzik, hogy ha x a kvadratikus karaker, azaz x(n) = (%)
ha (n,p) = 1és x(n) =0, ha (n.p) > 1, akkor az alabbit kapjuk:

RAC

acAbeB

< (A||Blp)*>.

A 12.3 Tétel bizonyitasa. Mivel p prim és x # xo, €zért x primitiv
karakter. Igy a transzforméciés formula, azaz 11.3 Tétel alkalmaz-
hato:

p—1 h
X)) = S x(h)e (n”).
h=0 p
Mivel x primitiv 7(X) = /P # 0, ezért leoszthatunk vele:
1 h
=—> x(h —.
X =13 ,;JX( )e (np>

Azaz | S| a kdvetkezdképpen becsulhetd:

p—1p—1

;);)s(m)n(y) (Ti_ S xtme (@ + y>§))
Zx(m Za(w)e € ) pfn@e (v)

pzlacwe( ") Zmy)e( )|

A Cauchy-Schwarz egyenlétienség szerint

e o) (8
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S| =

IT( )

-1

_\/_Z

h=0

pzln(y)e ( )

y=0

2) 1/2




Egy el6zdleg tanult Parseval-formula szerint (Id. (6.3)):

p—1 1/2 p—1
5] < % <pz |s<w>|2> <p2 In(y)|2>
= % (pXo)"? (pYo)"/?
= (I’XOYB)I/2 .

1/2

Ahogy azt pl. Diofantosz problémajahoz kapcsoldédodan lattuk (8.
fejezet) egy multiplikativ problémanak (pl. aa’ + 1 mindig négyzet-
szdm, haa # a’ és a,a’ € A) van additiv analogonja (a+a’ mindig
négyzetszam, ha a # a’ és a,a’ € A), és vice versa.

Ha tehat van egy allitasunk a+b tipusu 6sszegekre, érdekes kérdeés,
hogy vajon hasonlé mondhaté-e ab + 1-re.

gy példaul érdekes kérdés, hogy a 12.3 Tételben vizs-
gélt ‘Z’;;}, S E@n(y)x(z + y)’ kifejezés becslése atvihets-e
‘ZZ;}) S P &(x)n(y)x(zy + 1)‘ alaku dsszegre? Erre a kérdés-
re, a valasz megerdsitd, azaz igaz a kdvetkezo:

12.5 KOVETKEZMENY. (Gyarmati - Sarkézy) Ha p prim és x # xo
egy multiplikativ karakter modulo p, akkor

5= |3 S é@nixiey + 1| < X0 (Y72 + n(0)]),
ahol

p—1 p—1
d k@) =Xo, D> Inw)|* =1
x=0 y=1

A 12.5 Kévetkezmény bizonyitasa. A bizonyitas Iényegében, csak
annyi, hogy a 12.3 Tételt alkalmazzuk n(y)-et n(y~!)x(y~')-gyel

67



helyettesitve, majd a szummaban a z = z~! (jj valtozo6t bevezetve
megkapjuk a kivant eredményt:

p—1p—1

1S = DD &@)n(y)x(zy + 1)
< ZZE(%) nW)x) x@+y )|+ ZE(%)H(O)&(B
z=0y=1 =n'(y=1)=n'(2) =z z=0 =1
p—1 1/2 p—1
< (pXo > ' (z))° ) + [ > &(@)] In(0)]
z=1 x=0

p—1 Cauchy-Shwarz
_ _ 2
d InE P x(z"H|" =1
1 T
< (pXoY1)'? 4 [n(0)| (Xop)""?
= (pX0)"* ("% + In(0)]) .
12.6 KOVETKEZMENY. Amennyiben p prim, A,B C Z,, 0 & B,

&(x) ésn(y) az A és B halmazok karakterisztikus fliggvénye, akkor
a kévetkezot kapjuk:

> > x(ab+1)

ac AbeB

< (|A||B|p)"/*.

Ezt az utdbbi kévetkezményt [6]-ben igazoltam, illetve még eldbb
Vinogradov vizsgalta a x(n) = (%) esetet.

Ha mar szoba keriltek additiv és multiplikativ analégiak (a + b illetve
ab + 1 eset), megemlitjik, hogy Sarkbzy a 6.2 Tételben az

a+b=cd,ace A, beB,ceC,deD (12.1)

egyenlet megoldhatésagat vizsgalta, amennyiben A, B,C,D C Z,
nagy halmazok.
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Erdekes kérdés a fenti problémanak a multiplikativ analogonja:
12.7 TETEL. (Sarkoézy [9], 2005) Hap prim, A,B,C,D C Z, és az
ab+1=cd, a€c A, beB,ceC,deD (12.2)

megoldasszamat NN -nel jeldljik, akkor

~N _ [AlBIC||D]

< 8 (lA||B|[c||D|)"/? p'/* + 4p®.
12.8 KOVETKEZMENY. Ha p prim, A,B,C,D C Z, és
|A||B[|C||D| > 100p°,

akkor (12.2) megoldhato.

A 12.7 Tétel bizonyitasa. A bizonyitas HF, csak annyit mondunk
rola, hogy hasonlé a 6.2 Tétel bizonyitdshoz, azzal a kilénbséggel,
hogy | >, >, x(ab+ 1)| becsléséhez a 12.6 Kovetkezményt hasz-
naljuk.

Megjegyzés. Mind (12.1) és (12.2) specialis esete az

flai,az,...,a;) =0, a; € Ay, a2 € As,..., ar € A
tipusu algebrai egyenletnek, ahol f(ai,...,ar) € Zylai,...,a]
és A,..., A, pedig nagy részhalmazai Z,-nek. Sarkdzy Andras-

sal kbdzbsen fenti tipusu egyenletek megoldhatdsagat vizsgaltuk [8]-
ben.

Ezekben az eredményekben a Weil tétel kulcsszerepet jatszik.
Az alabbiakban a Weil tétel multiplikativ karakterekre vonatkozo6
alakjat ismertetjuk:

12.9 TETEL. (Weil) Ha p prim, x egy d-ed rendd multiplikativ karak-
ter modulo p, ahold > 1 és f(x) € F,[x] polinomnak s kiilénb6zb
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gy6ke van T, algebrai lezartja felett, tovabba f(x) nem cg(x)? ala-
kua, ahol c € F,, g(x) € F,[x], akkor

> x(f(@))| < (s —1)p'/* < (degf — 1)p'/2.

zclF,

12.10 DEFINiCIO. Egy karakter rendje akkor d, ha d a legkisebb po-
Zitiv egész, amelyre x¢ = xo.

Az Euler-Fermat tételbdl kdvetkezik, hogy ha x tetszdleges ka-
rakter modulo m és (n, m) = 1, akkor

x(n)?™ = x(n?™) = x(1) = 1 = xo(n).

Mig (n, m) > 1 eseténis x(n) = 0 = xo(n). Vagyis x*"™ = x,,
azaz egy karakter rendje mindig < ¢(m).

Weil tételében az f(x) # cg(x)? feltétel fontos, ugyanis, ha f(x) =
cg(x)? és x egy d-ed rend( karakter, akkor

zclF, zclF,

> x(f@)| = > x(cg(z)?)

=|> X(C)xd(g(fv))‘

zclF,

=1 > x(o

zel,
g(x)#0

> p — degg.

Megjegyezzik azt is, hogy Weil tételében az f(x) polinom he-
lyettesithetd egy % toértfliggvénnyel, ugyanis, ha g(x) # 0, akkor
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def _ ,
s E g (x) = g(x)P2, s gy

3 X(@) _

=4 g(x)
g(z)#0

< (#kiildnbdz6 gydkok szama f (z)g(x)-ben) p*/?,

> x (F(@)g(x)"?)

zclF),

feltéve, hogy f(x)g(x)?~2 nem ch(x)? alakd, ami (f,g) = 1 ese-
tén azzal ekvivalens, hogy f(x) vagy g(x) valamelyike nem ch(x)?
alaku.

Sarkézy Andrassal kdzbs cikkeinkben [7] és [8] a koé-
vetkezd  karakterdsszegek  becslésére  volt  szikséglnk:
| 2 ser, 2oyer, Y(f(x,y))|, ahol ¥ additiv karakter, illetve

| > wer, 2oyer, X(f(z,y))[, ahol x multiplikativ karakter, f pe-
dig két valtozds polinom.

llyen tipusu 6sszegeket legerdsebben Delinge [2], [3], majd Fouvry
és Katz [5] becsUlt, azonban a becslések soran van egy feltétel, mi-
szerint f(x, y) nem szingularis, amely térténetesen a mi alkalmazé-
saink soran sajnos nem mindig teljesdilt... igy akkor be kellett érniink
gyengébb becslésekkel.

Megjegyezzik még, hogy Csikvarival k6zés harmas cikklinkben [1]
kiterjesztettik a problémat F,-rol N, Z és Q-ra, de ezekben az ese-
tekben a kombinatorikai eszk6z6k dominalnak.
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13. Eles-e a Weil tétel?

Winterhof (a fentinél kicsit altalanosabban) a kdvetkez6t igazolta
[1, Lemma 2]-ben:

13.1 LEMMA. Legyen A C [, tetszbleges halmaz. Ekkor

2.

zclF,

2

= p|A| — A"

> x(z+a)

acA

A 13.1 Lemma bizonyitasa. Valoban,

2
YD x@+a) => > x(xz+a)x(z+b)
z€lF, lacA z€F, a,beA
2
=22 [@E+a)l + 3 > x(z+ax(+b)
z€F, ac A 1\ P a,bc A xcF,
g a#b
1, haxz # —a
0, haxz = —a
=(p@-D]A+ > > x(z+a)X(z+b)
a,be A zcF,
a#b
—-Dl X X x5
a,be A zclF, T+b
a#b x#-—b

Konnyl 1atni, hogy ahogy = fut az T, \ {b} halmaz elemein =%
minden értéket felvesz kivéve a 1-t. Ezért:

> =@-DA+ > > x®)

a,be A yelF,
a#b y#1

=(@-D]Al+ > (-1
a,bc A
a#b

> x(z + a)

acA
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= (p — DIA| — |A| (|A] — 1)
= p|lA| — | A%
A fenti lemmanak azonnal van egy érdekes kdvetkezménye. Ve-

gylk a 13.1 Lemmaban az A halmazt egymast kdvetd szamoknak:
A=1{1,2,...,N}. Ekkor a 13.1 Lemma szerint:

2

zclF,

2

> x(x+ a)

a=1

=pN — N2

Vagyis létezik egy = € F,, mondjuk = M, amire

2

N N2
> x(M+a) 2N-—-—
a=1 p
N N2
Y x(M+a)| > |N—-—
a=1 p
M+N N2
> x(@)| > /N - —.
r=M+1 p

Ha p > 3, akkor N-et (p — 1) /2-nek valasztva, a kdvetkezd adodik:

13.2 KOVETKEZMENY. Hap > 3 prim, akkor3 M € F,, amelyre

M+(p—1)/2 p—1 1 /P
Z x(x)| > > T 1 > vz
r=M-+1 p 2

Hogy ez mennyire éles, arrdl a kbvetkezd fejezetben lesz szé.

Van egy még izgalmasabb alkalmazas, amikor azt firtatjuk, hogy
a Weil tétel multiplikativ karakterekre vonatkoz6 alakja (12.9 Tétel)
mennyire éles.

Az egyszerliség kedvéért legyen most a x karakter rendje p — 1
és f(x) = =¥ + m alaky, ahol a polinom fokszaméra k | p — 1 és
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k < p—1teljesll. Ekkor f(x) nyilvdn nem cg(x)?P~! alaki polinom.
A kdvetkez6t fogjuk bizonyitani:

13.3 KOVETKEZMENY. Legyen p paratlan prim,k | p—1,k < p—1
€s x egy p — 1-ed rendli multiplikativ karakter. Ekkor 3 m € F*,
hogy az f(x) = =* + m polinomra

> x(f(@) >/ (k- 1)p.

zel,

A bizonyitashoz csak kicsit szikséges modositani a 13.1 Lemma
bizonyitasat.

A 13.3 Kovetkezmény bizonyitasa. Vizsgéljuk most a
2
Zme]Fp Zae]F;; x(x + ak)‘ 0sszeget.

2

2.

zel,

=> > + Y. D x(z+ d)x(z 4 b¥)

z€eF, a,bEF; d , a,bEF; zelF,
ak:bk v ak’¢bk

{1, hax # —a*

0, haz = —a*

> x(z+a")

aEIF;;

= > ) x(z+a")x(z+b")
zelF, a,bE]F;;
2

x(z + a*)

Régzitett b 2 0 (mod p)-re mindig pont k& darab a létezik, amelyre
a*® = b* (mod p). (Itt azt hasznaljuk, hogy (c, p) = 1 esetén x* =
¢ (mod p) kongruencia akkor oldhat6 meg, ha c—1/(k-1r) = 1
(mod p) és ekkor a megoldasok szama (k,p — 1).) lgy:

2

=pP—-1%k+ Y D x(@+ad)x(z+b")

a,bEF; zelF,
a®+£b*

2.

zel,

> x(z+d)

aG]F;;
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T + a®
-yt Y x5,
a,belFy, xel, T+b
ak+£b* xF£—bk

:B—i—ak
x+bk

Konny( latni, hogy ahogy = fut az IF,, \ {—b%} halmaz elemein
minden értéket felvesz kivéve a 1-t. Ezért:

> =(-D%+ > > x(¥)

zclF), a,bely yeky
ak£bk y#1

2

> x(z + a*)

aG]F;';

=(pP-1)’k—(p—1)(p—1—k)
=(p—1)(pk—p+1)
> (p—1)p(k—1)+ 2. (13.1)

Vegyilk észre, hogy « = 0 esetén

d x(@+ad) =) x(a*) =) x*a)= -1,
aGF; aEF; aEF;
mivel x* is egy multiplikativ karakter. Ezért (13.1)-bdl adédodan:

2

> (p—1)p(k—1)+1.

2

mEF;

> x(x+ a¥)

aEF;

Vagyis letezik egy = € I, mondjuk @ = m, amire

Y x(m+ad¥)| > ((k-1)p
> x(m+a*) > /(k—1)p.

Ez utébbiba a helyébe x-et irva azonnal adddik a 13.3 Kdvetkez-
mény allitasa.
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14. Polya-Vinogradov egyenlotlenség és
Vinogradov modszere nem teljes karak-
terosszegek becslésére

1918-ban Pdlya és Vinogradov egymastdl fuggetlendl a kévetke-
26t igazolta:

14.1 TETEL. (Pdélya-Vinogradov egyenlotlenség) 3 egy c pozitiv
abszolut konstans ugy, hogy ha m € N, m > 2 és x multiplika-
tiv karakter mod m, x # xo, M € Z és N € N, akkor

M+4N

> x(n)

n=M-+1

< cv/mlogm.

Megjegyzés. A trividlis felsé becslés a szummara N. Igy a Pélya-
Vinogradov egyenldtlenség akkor nem trividlis, ha NV > y/m log m.

A tételt Vinogradov torvényét alkalmazva bizonyitjuk be, amely
nem teljes dsszegek becslését teljes dsszegek becslésére vezeti
vissza.

14.2 TETEL. (Vinogradov) Ham € N, z,y € N, (0 )z < y <
m éSai,as,...,a,, € C, akkor

-et irva, és




ahol ||s|| az s-nek a legkézelebbi egésztbl valo tavolsagat jeldli.

14.3 KOVETKEZMENY. (Vinogradov)

y
Zan_y_—w_FlA

m

< :
< (logm +1) | Jnax [F(€)]

n=x

A 14.2 Tétel bizonyitasa.

Il
S
M-
8
oS
L[]
3|~
~ 3
[l |
o -
0
VR
(o5
—~
Q
|
S
S
~_
<

~—
=0 n=x j=1 ~— ~ £=0 tagot
Y 25 klén vesszik
aje(=5)e(3)

Itt:

szamtani sorozat
e(— £) kvocienssel

n
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Ekkor |1 — e(a)| > 4 ||]||-t hasznalva (Id. 2.2 Lemma):

i < £n> S 2 1
e|—— > = .
= v omJ Al 2]
Azaz
y—x+1 1 |G n
— < —_
e e EE 33 Cea [T
m—1
< LY IE)
2m =1 HEH
ami éppen a tétel allitasa.
A 14.3 Kovetkezmény bizonyitasa.
m—1 m—1
i |F§£)| < ( max |F(£)|> i 1 (14.1)
2m = |5l 1stsm—1 2m = |[]]

Itt:

m—1 1 1
<2 - =2m )y (14.2)
=1 HEH 1<e<[m/2] m 1<4<[m/2]
ahol
1
T =1+ _g -|-/ —dx = 1 + log a.
1<t<a £ 2<t<a £

Ez utdbbi egyenldtlenség a kdvetkezd abraval szemléltethetd:
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Ezt (14.2)-be irva:

m—1 1

> TET < 2m(1 + loglm/2)) < 2m(1 +log m)
£=1

igy (14.1) alapjan:
1 &R F ) (

=l
m 1 Hm

1
lgrlpgz?ljbc_l |F(£)|> v 2m(1 + log m)

[\

— (ogm +1) (|_max |F()]).

<t<m-—1

A 14.1 Tétel bizonyitasa.

A eset. Tegyik fel, hogy x primitiv karakter mod m. Tekintsik azo-
kat az n-eket, amelyre

M <n<M-+N.
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> . x(n) = 0 és aperiodicitds miatt a szumma az aldbbi interval-
lumokon 0, mig az els6 és utolso révid intervallum eltolhaté a (0, p|
intervallumba:

HO
Gl
)
Al 1
M am (@M e bm N

lgy egy

> x(n)

0 <z <y, y—x < ptipust dsszeg becslése a feladat. (Szik-

ség esetén, ha a (0, p] intervallumnak az legelején és legvégén is
van egy-egy diszjunkt részintervallum, akkor a komplementer inter-
vallumon becslUljik az 6sszeget, mig, ha a fenti két intervallum met-
szi egymast, akkor elég a metszeten becsuini az 6sszeget, hiszen

Zzlzl X(n) =0.)

A 14.3 Kbvetkezmenyt a,, = x(n)-nel hasznalva kapjuk, hogy

A:ZX(n)zo

és

> x(n)

n=x

ahol a Gauss 6sszegekrdl tanultak alapjan (Id. 5. fejezet):

< (log m + 1) max |F ()]

F©)1= Y xtie (2 ) = kOl < v
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igy valéban:

< (logm + 1)v/m

> x(n)
MAN

> x(n)

n=M+1

< (logm + 1)v/m.

B eset. Nem primitiv x-kre: az A esetre redukalhatd, lasd Davenport
[1, 136. oldal].

Megjegyzések. A Pdélya-Vinogradov majdnem éles: a log m nem
hagyhaté el teljesen (Id. pl. 13.2 Kévetkezmény), a legjobb esetben
egy log log m-mel helyettesithetd. Az elsd eredményt Schur érte el
1918-ban, miszerint minden x primitiv karakterre

N+M

> x(IV)

n=N

max
M,N

1
> —\/E
27

1

1 . - . - .
Itt az 5o konstanst sikerult levinniink kozel 7

-re primmodulus ese-
tén a 13.2 Kbévetkezményben.

Végtelen sok karakter |étezik még élesebb becsléssel. Payley [3]
1932-ben a kévetkezot igazolta:

14.4 TETEL. (Payley) Végtelen sok m és x # xo mod m karakter
létezik, amelyre

N+M

> x(IV)

n=N

> cv/mloglogm.

max
M,N

Montgomery és Vaughan [2] 1977-ben feltétezve az altalanositott
Riemann hipotézist a kévetkez6t igazolta:

14.5 TETEL. (Montgomery-Vaughan) 3 egy c pozitiv abszolut
konstans ugy, hogy ha igaz az altalanositott Riemann hipotézis,
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m,N € N, m > 2 és x multiplikativ karakter mod m, x # Xo,
M € 7, akkor

M+4N

> x(n)

n=M-+1

< cv/mloglogm.
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15. Rovid multiplikativ karakterosszegek és
a legkisebb kvadratikus nem maradek.

A Pdlya-Vinogradov egyenldtlenség: ha x # xo egy multiplikativ
karakter mod m és M € Z, N € N, akkor

N

> x(n)

n=M-+1

< cv/mlogm. (15.1)

Trivialisan
N

> x(n)

n=M+1
(mivel minden tag abszolut értékben < 1 és M tag van 6sszesen).

<N

lgy (15.1) csak akkor nem trividlis, ha az (15.1)-ben a fels® becslés
< N, azaz
cvmlogm < M.

Mi térténik akkor, ha ez nem teljesul, vagyis révid karakteréssze-
geket tekintlink
N = o(v/mlogm)

-mel? Nagyon fontos, hogy ekkor is tudjunk nem trivialis becslést
adni, mondjuk egy

M+N

> x(n)

n=M-+1

= o(N)

tipusu becslést igazolni.

A kovetkezokben bemutatunk egy alkalmazasat egy ilyen jelle-
gl becslésnek, nevezetesen a legkisebb kvadratikus nem maradék
becslését vizsgaljuk. Ez az egyik az 5 — 6 legfontosabb probléma
k6ézll a szamelméletben.
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15.1 DEFINiCIO. Ha p prim, akkor a legkisebb pozitiv egész q =
q(p)-t, ahol (%) = —1 a legkisebb kvadratikus nem-maradéknak
nevezzik.

A Pdlya-Vinogradov egyenldtlenség azonnal ad egy becslést
qg(p)-ra. Valéban (15.1)-et alkalmazva x(n) = (%) M = 0,
N = q(p) — 1-re kapjuk, hogy

q(p)—1 n
> (7)

n=1

< cy/plogp,

del1 <n < q(p) — 1esetén (g) =1, igy

q(p) —1 < cyplogp
q(p) = O(y/plogp).

Ez a becslés Burgess tételével [1] javithatd tovabb. De mieldtt
ezt megnéznénk, érdemes meggondolni, hogy elemileg vajon mi-
lyen becslés adhaté q(p)-re.

Tegyik fel, hogy q(p) > +/p-+1. Ekkor { (p)} < 2+1 < q(p),

vagyis (ﬁw kvadratikus maradék, hiszen minden q(p)-nél kisebb

pozitiv egész érték kvadratikus maradék mod p.

Tehat [ ] q(p) kvadratikus nem-maradeék. Viszont

p= —fsal) < - = )] aw) < (-2 5 1)q(p>=p+q(p)

(itt hasznaltuk, hogy 2(» Nem egesz azaz {q p)w szigoruan ( ;e

i T 1 kOz0tt van).
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Vagyis [ﬁw q(p) kvadratikus nem maradék p-vel vett osztasi
maradéka kisebb mint g(p), ami ellentmond g(p) definiciéjanak. Az-
az

q(p) <P+ 1

Ennél egy picit még lejjebb tudunk menni elemileg is akar, ha azt
is tudjuk, hogy p egy 4k + 1 alaku prim. Ehhez legyen

A=1{0,1,2,...,q9(p) — 1},
n pedig egy régzitett kvadratikus nem-maradék. Ekkor az
A+nA={a+nad: a,a € A}

halmazban minden elem csak egyszer van reprezentalva. Ugyanis,
ha

ai + naj = as + na, (mod p)

a; — az = n(ay —a}) (mod p).
Itt viszont
a1 —az, ay—aj € {—q(p)+1,—q(p)+2,...,q(p)—2,q(p)—1},
amely halmazban a 0-t kivéve minden szam kvadratikus maradék.

A Legendre szimbdlum multiplikativitdsa miatt

(2 - (2) (55%)

1= (_1)°]—9

ami ellentmondas. Egyetlen kivétel van, haa;—a; = 0és a,—a’| =

0, amikor is a; = a3 €s a] = a).
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Vagyis valéban az
A+nA={a+na : a,a € A}

halmazban minden elem csak egyszer van reprezentalva. Azaz
| A+ nA| = |A|%. Masrészt

A+nACZ2,
tehat
Al <p

Al < VP
a(p) < V/p.
Ezzel a legkisebb kvadratikus nem-maradék elemi becslésére vo-

natkozo részt befejeztiik. De vajon mondhat6-e tobb a fentieknél az
eleminél mélyebb eszkbzdkkel? Ekkor Burgess tétele segit:

15.2 TETEL. (Burgess) 3 ¢ > 0, amelyre, ha p prim, N,r € N,
N € 7Z, akkor

M+N 1 ra1 |
> x(n)| < eN'"rp+= (log p)-.
n=M-+1

A tételt itt nem bizonyitjuk. A bizonyitas Weil tételén, azaz
D _zeF, X(az)’ becslésén alapul.

Ebbdl a tételbdl:

q(p) — 1 < cq(p)r =Y pr+Hi/4 (1og p) /T
q(p)'/" < prtV/A (log p) U/
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q(p) < p"t/*" 1og p)

kdvetkezik, azaz V € > 0-ra
q(p) = o (pl/ 4+€> :
Ezen a becslésen Vinogradov mddszerével [3] lehet javitani.

n=M+1
lamilyen N -re, akkore > 0, M > M,(e) esetén, akkor

q(p) < Mave.

15.3 TETEL. (Vinogradov) Ha ‘ZMW X(n)‘ — o(N) fennéll va-

15.4 KOVETKEZMENY.
1
Pélya-Vinogradov: M = p'/219 — q(p) K pZ\/EJre.

Burgess: M = p'/*1% = ¢q(p) < p%\/éJrE

minden ¢ > 0-ra.

A 15.3 Tétel bizonyitasa.

15.5 LEMMA.

1
Z— = loglog« + ¢ + o(1),

p<zx

ahol ¢ a Meissel-Mertens konstans.

A 15.5 Lemma bizonyitasa. A lemma Mertens méasodik tétele [2],
itt nem ismertetjuk.

A Pdlya-Vinogradov egyenldtlenséghez hasonldéan révid karakter
dsszeget becsulink a

% ha (n,p) =1
X(n){g ) hap|n
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valasztassal. A tétel feltételei szerint

w0

S E(0)-)

n
:M—Z‘{n: 1<n<M, (—):—1}‘
N p J/

~

3 egy r prim, hogy » < n,

(%) =—1, r | n,

q(p) definicidja miatt
glp) <r<n<M

>M-2 > |{n:1<n<M,r|n}

q(p)<r<n
r prim
M
> M — 2 —
> -
q(p)<r<n
r prim
1 1
—M|1-2 - -
POl D
r<M r<q(p)
r prim r prim
1
=2M (5 — (loglog M + ¢+ o(1)) + (loglog g(p) + c + o(l)))
1 log M
=2M (— — logL + o(l)) .
2 log q(p)

Ezutan indirekten bizonyitjuk a tételt. Feltesszlk, hogy

q(p) > MY/ Vete,




1 log M
>2M | — — log

2 log q(p)
> oM 1 1 log M
- 2 8 log M1/Vete
>2M<1 log ——— )

__0 -
- 2 gl/\/E—l—s

<1
M
2
1

> 2M <5 + log(1/+/e) + log (1 + sﬁ))

= 2M log (1 + s\/E)

konstans >0

# o(M).
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16. Nagy szita

Ezt a mdodszert Linnik fedezte fel 1941-ben, mikézben kvad-
ratikus nem-maradékok eloszlasat tanulmanyozta. Késobb Ré-
nyi (1947-1950) altalanositotta Linnik mddszerét, szisztematikusan
vizsgalta, és a kévetkezd hires eredményt bizonyitotta:

16.1 TETEL. (Rényi) 3 egy k szam, hogy V n € N felirhaté
p+ Pr=mn

alakban, ahol p prim, P, pedig legfeliebb k prim szorzata.

Ez a tétel részeredmény a Goldbach sejtés megoldasahoz veze-
t6 uton. Rényi nem szamolta ki egy explicit k-t, de késébb megha-
taroztak: Barban k = 4, Bombieri & = 3, végul Chen [3] &k = 2
Y n > ng-ra.

A nagy szita kifejlesztése soran ekkor Roth, Bombieri, Daven-
port, Halberstam, Montgomery és Gallagher jelentds el6relépést
tett.

A nagy szitat mint analitikus allitast Davenport és Halberstam
fogalmazta meg el6szér.

16.2 TETEL. (Nagy szita analitikus alakja) Tegylk fel, hogy M &
Z, N € N, apr15an425---apm4n € C, X = {x1,...,zr} €R
olyan, hogy1 < ¢ < j < R esetén ||x; — ;|| > d > 0. Legyen

M+N
S(a) = Z apne(na). (16.1)
n=M-+1
Ekkor
R 1 M+N
> 18 (xi)]* < <— + WN> > lanl’. (16.2)
, 0 A
1=1 n=M+1
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Megjegyzések. Ha az {x;}-k egyenletesen vannak eloszolva a
[0, 1] intervallumon Ugy, hogy 6 = % és N < R, akkor (16.2) a
kdvetkez6t mondija:

R M+N
1 S 2 2
= 1S(z:)|” < |y
Riemann 6sszeg az A Parsevlal f(;?mula szerint
(/'01|S(a)|2da-hoz =/, |S(a)*da

A tétel a kbvetkezdt mondja ki: egy ,elég finom” Riemann 6sszeg
felllrdl becsilhetd az integral konstansszorosaval.

Selberg (Id. pl. [8]) konstans szorz6t javitott a nagy szita becslésén,
belatva, hogy

R M+N

SIs@) < (F4N-1) Y lal (163)

1=1 n=M+1

is igaz.

A 16.2 Tétel bizonyitasa. Gallagher dtlete [5] a kdvetkezd: |S(a)|?
. a+o6
kézel van 1 a_+5/22 15(8)|? dB3-hoz.

A két kifejezés kdzotti 6sszefiggés S(3) és S’'(3) segitségével fe-
jezhetd ki. E célbdl ,Sobolev tipust” egyenldtlenséget [10] haszna-
lunk:

16.3 LEMMA. Ha f(x) : [0,1] — C-nek van folytonos elsé derivalt-
ja, akkor0 < x < 1 esetén

£ (x)] < / (F @) + 1/ (w)]) dy (16.4)

s(3) < [ (r@i+3ir@i)ae e
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A 16.3 Lemma bizonyitasa.
1. Allitas:
1 x 1
= d '"(u)d — 1) ' (u)du.
f(x) / f (u) u+/0 uf () “*/m(“ ) (u)du
Valdban a jobboldalon az utolsé integralt szétbontva:
1 x 1 1
d '(u)d "(u)du — "(u)d
| u+1) uf (u) ui/QCUf(U)ti | £
Jo wf! (w)du=[uf ()]s~ fo f(u)du
_/ F(w)du + [uf ()], / f(u)du—/ F(w)du
= [uf ()]} / f(w)du

=f(1) = (f(1) — f(=x))
= f(z).

(16.4) bizonyitasahoz:

[ #rdul + [ =5

s/o |f(u)|du+/0 |u||f'<u>|du+/ u — 1] | (w)] du.
(16.6)

()] <

' uf'(u)du‘ +
0

Elészér is megjegyezzik, hogy a [0,1] intervallumon
lu| és |u — 1| < 1, igy (16.6)-bdl addédoan

s@i< [ relaut (i@l [ i)
=/01|f(U)|du+/01|f’(U)|du,

ami igazolja (16.4)-t.
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(16.5) bizonyitasahoz helyettesitstink (16.6)-ben @ = 3-t. Ekkor
1 1 1/2 1 1 1

7 (5) < [ 1r@lans [T ir@ldes [ 21w
2 0 o 2 1/2 2

1 1
1
= [ Ifldu+ [ 15 @) du.
0 0o 2
Ezzel a lemma allitasat belattuk.

A 16.2 Tétel bizonyitasban feltehetjik, hogy M = [—1(N + 1)].

def

Ugyanis legyen M’ & (—3(IN +1)], és a}y,., = anrys. Ekkor

M+N

S(z)| = | ) ane(na,)

n=M+1

— 3" ansie((M + i)a,)

=1

= > anpie(M +i)a,)

=1

N
= Z ag\/[,ﬂ.e((M' + i)z,)
i=1
M'+N
= Z al e(nx,)|.

n=M"+41

Tovabba:
M+N M'4+N

Z |an|2 = Z ’a;‘z

n=M-+1 n=M'+1

Vagyis, ha a fenti M’ = [—1(IN 4 1)] -re és tetszbleges a/,-ekre
igazoljuk a tételt, abbdl a fenti atindexelés miatt az 6sszes M -re és
a,, szamokra is igazoltuk.

Ezutan  el6szér  |S(x;)|>t  akarjuk  becslini  az
I, =[xz, — /2, x, + 6/2] intervallumon. Legyen

g(x): [z, —6/2,2, +/2] - C
95



fliggvény, amelynek van folytonos elsd derivaltja. irjuk

f(x) = g(oz + (zr — 0/2)),

ahol x € [0, 1]. Ekkor

52 -2 (- )

< [r@laes [ 115w

1 0 11 0
g<5w+azT—5>‘dw+ i 5‘5g'<5a;—|—zc7a—5>‘da:.

Helyettesitsink y = 6z + x, — 2-t:

d d
&Y _ 0, dx = .
dx o)
Az integrandus hatarai:
0= 0
Tr = =T, — —
Y 2
)
r=1= Yy = Ty + —.
2
igy:
x,+6/2 1 z,+6/2 1
g@) < [ lgw)5dy + 5 166 ()] <y
x,—06/2 ) x,—0/2 2
1 T +6/2 1 T +6/2 )
=5 lg (y)| dy + ~ 109" (y)| dy.
T,—06/2 2 x,—06/2

A fenti egyenlétlenséget alkalmazzuk g(x) = S?(x) flggvényre:

0 1 xr+0/2 Tr+0/2 .
Sl < / , 1S(@F dat / 15(e) S ()| dex.
' (16.7)
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A tétel feltétele szerint az [z, — /2, x, + §/2] intervallumok
nem fedik le egymast modulo 1. Még azt is hasznélva, hogy S(«)
periodikus 1 periédussal kapjuk, hogy

R zr+06/2 z,.+6/2
> (;/ |S(a)|” dax +/ 1S(c) S’ ()] da)

r=1 7'_6/2 7'_6/2

< / S() 2 dex + / 15(e)S'(a)] dev.

Azaz a (16.7) egyenldtlenséget 6sszeadva:

R L .
Soisel < 5 [ 15t dart [[5@s (@) da

Vv VO
Parseval formula Cauchy-Schwarz

1 M+N 1 1/2 1 1/2
<3 2 |an|2+</ |s<a>|2da> (/ |S’(a>|2da>
n=M+1 0 4 0

g

Parseval formula Parseval formula

1 M+N M+N /2, pMaN 1/2
< — a,|? an,|? 2mina,|? .
33wl (2 ) (3 jeminer)

n=M-+1 n=M+1 n=M+1

> |

Itt hasznaljuk, hogy feltehetd, hogy M = [—I(IN +1)]. Ekkor
ugyanisn € [M + 1,M + N] C [-N/2,N/2] miatt |n| < N/2,
igy az utolsé zaréjelben:

M+N M+N 2

N
> 2minan* < >0 20| a/’
n=M+1 n=M+1
M+N
=7mN? ) aa|?,
n=M+1
azaz
R 1 MAN M+N 1/2 MAN 1/2
PEICOESEY |a,,|2+< > |an|2) <w2N2 2. Ianlz>
r=1 n=M+1 n=M+1 n=M+1
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M+N

1
§<E+WN> D> anl®.

n=M+1

Ezzel a tétel allitasat belattuk.

16.4 KOVETKEZMENY. Definialjuk S(«a)-t ugy, ahogy a 16.2 Tétel-
ben. Ekkor minden Q € N, Q > 2-re

M+N
> > 18(a/9) < (@ +7N) > an|.
q<Q 1<a<q n=M+1

A 16.4 Kbévetkezmény bizonyitasa. Bebizonyitjuk, hogy a tétel fel-
tételei teljestilnek az

@ +
X:{_:aaqu7qgQa]—Sa’SQ7(a’aQ):1}
q

halmazra és § = é—re ugyanis ez a halmaz § = é—”spaced”: azaz,

legyen g,g €X, (a,q) =(br)=1,2# b Ekkor tudjuk, hogy

a b
0<|———
q T
és0 < 2,2 < 1,igy
a b
———| <L
q r
Masrészrol definialjuk ¢ € Z-t
a b lar — gb| c
q r| qr - qr
-rel, ekkor
a b




Tehat

a b|| |l|le b {1 2 3 q’r—l}
g vl Illg r qr’ qr’ qr qr ’
igy
a b 1 1 1
e_2 >—>— .
q T QR Q

A tételt X-re és §-ra alkalmazva kapjuk, hogy

Sis@r=% ¥ |s(%)

2

rzeX q<Q 1<a<q
(a,q)=
1 M+N
<|(Z4+aN an|?
<(5+7V) 3
n=M-+1
M+N
<(Q+7N) > lanl*.
n=M+1

16.5 TETEL. (A nagy szita aritmetikai alakja) Legyen M € Z,
Q,N € NN M C {1,2,...,Q} olyan, hogy m,m’ € M, m #

m = (m,m’) =1, AC {M+1,M+2,..., M+N}, Z & |4,

Z(m,h) = > oL
a=h (mod m)

acA
Ekkor
Z
> m (Z Z(m,h) — ) < (Q*+wN)Z.
meM h=1
Ha M = {p: pprim, p < Q}-tvalasztunk a tételben, akkor a
kdvetkezot kapjuk:

16.6 KOVETKEZMENY. HaM € 7Z,Q,N e N AC {M +1, M +
..M+ N}, Z, Z(m, h) minta 16.5 Tételben akkor

dop (Zz(p,h) ——) < (Q*+nN)Z.

p<Q h=1
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Megjegyzés. Tegylk fel, hogy a p < Q primek egy pozitiv sza-
zalékara igaz, hogy a modulo p maradékosztalyok egy pozitiv sza-
zaléka tiltott.

Ha h egy tiltott maradékosztaly modulo p, akkor

(Z(p, h) — E) _Z

p p?’

amibo6l adéddan

Zp<zz(p,h)——> > ) pz*z—z

p<Q h=1 p<Q h

igy a 16.6 Kdvetkezménybdl adddik, hogy

Z’m(Q) < (Q* +mN)Z
Q*+7N Q>+ N

SR SR

Montgomery [7] egy kicsit élesebb formajat bizonyitotta a nagy
szitanak.

16.7 TETEL. (Montgomery, 1968) Legyen M € 7Z, Q,N € N,
Q>2AC{M+1,M+2,...,M + N}, éslegyen |A| = Z.
Tegylk fel, hogy ¥V p < Q-ra 3 w(p) maradekosztaly, amely nem
metszi A-t. Tegylk fel, hogy w(p) < p. Ekkor

2
N
z< @™
- L
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ahol

L=> p o |] —— w(p)

A 16.7 Tételt nem, de al16.5 Tetelt viszont bebizonyitjuk.

A 16.5 Tétel bizonyitasa. A kdvetkez6 Parseval tipusi azonossagot
fogjuk hasznalni.

16.8 LEMMA. Ha m € N, by,bs,...,b,, € C, F(a) =
> one, bhe(ha), akkor

kin:l < )2—m§:1|bh|2

A 16.8 Lemma bizonyitasa.

k=1 h=1 j=1
m m L m k
=) ) bub;» e (h—j)—
h=1 j=1 k=1 |
m, hah =
0, hah#j

m
=m ) bl
h=1

ami a bizonyitandd volt.

Alkalmazzuk a lemmat b, = Z(m, h) — Z-mel, és legyen S(a) =

(o)

> aca €(aa). EKkor a lemma szerint

m

mg:l (Z(m,h) — %)2 =)

k=1

2

(16.8)
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ﬂ r(E) =3 (z0mm - Z)e(nk)

e (n5) - 2S5 (1)

I
[ﬁy
N
3

h=1 h=1
(k) Z{m,mm|k
=Y ela—)—=
e m m | 0, hamftk
_JI1Al—=Z =0, ham |k
s (2, ham f k.
igy (16.8) a kdvetkez6képp alakul:
m 7 2 m—1 k 2
my (Z(m, h) — E) => > |s (E) (16.9)
h=1 meM k=1

Mivel ha m # m/ € M esetén (m,m’) = 1, azért ha m # m/’
vagy k # k' akkor £ 3 X igy (16.9) jobboldaldn X-et ¢ alakra
hozva, ahol (a, q) = 1 kapjuk, hogy

mz(Z(m h>__) > Y ISa/a)P

q<Q 1<a<q
(a,q)=
A 16.4 Kbvetkezmény szerint
m 7 M4+n
my (Z(m, h) — —) <@ +aN) Y al?,
h=1 n=M+1
ahol most
1, haa,c A
a, =
0, haa, ¢ A.
igy

m

my (Z(m, h) — %)2 <(Q*+7N)Z,

h=1
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ami éppen a bizonyitandé allitas.

Selbergnek (16.3) becslésébdl levezethetd, hogy a w-es szorzd
a16.4,16.5, 16.6 és 16.7 Tételekbdl és Kovetkezményekbdl elhagy-
hatd. Azonban mi a jegyzet keretein belll maradtunk az ugyan kicsit
gyengébb, de révidebben bizonyithat6 valtozatoknal.

Egy egyszer( alkalmazas: legyen

P(n) © max p.
prim
16.9 TETEL. (Balog-Sarkozy [2]) Ha N > N,, A C
{1,2,...,N} és
Al > 33N'/21og N, (16.10)

akkor3 a,a’ € A, hogy

| Al
P N> T 16.11
(a+a)>3310gN ( )

Megjegyzés. Mit mond ki a tétel? Egy ilyen a + a’ esetén irjunk

P(a+ a’) = p, "’";a, = m. Ekkor

" N+ N N
m:G-I—a < Ijl :66710gN.
p 33log N | |

Ha mondjuk (16.10) a sokkal élesebb formaban igaz, azaz |A| >
eIN, akkor

N 66
m < 66——log N < —log N
| Al €
és
Al e N
33log N ~ 33log N’
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Vagyis ekkor a + a’ = mp, ahol p ,nagyon nagy”, m pedig ,nagyon
kicsi”, igy az a + a’ 6sszeg ,kbzel” van egy primhez.

Erdekes kérdés esetleg, hogy a + a’ = prim, ilyen tétel nincs,
legyen A = {n : n paros, n < N}. EkkorV a+a’ paros, Va—+a’
0sszetett.

A 16.9 Tétel bizonyitasa. Indirekten bizonyitunk. TegyUk fel, hogy
ellentétben (16.11)-zel, V a + a’-re

Patd) < [ A

— | = t.
33log N
EkkorV p > t-re a,a’ € Aeseténp{a + a’, azaz

a+a Z0 (modp) (Va,a €A, p>t)
aZ —a’ (mod p).

Jeldlje v(p) az A-t metszd mod p maradékosztalyok szamat:
vip)=|{r: 0<r<p,dJa€ A ahola=r (mod p)}|.

Ekkor

A:  v(p) kildnbdzé maradékosztaly } Ezek egyUttesen

—A: v(p) kildbnb6zd maradékosztély | is mind kilénbdzok.

gy

v(p) +v(p) <p

v(p) < 1—2)-

Tehat .A nem metsz legalabb p — v(p) > § maradékosztalyt mod p.
lgy V p > t-re:

S= > pzp: (Z(p,h) —%)2

t<p<2t h=1
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Vv

SR )

t<p<2t 1<h<p
Z(p,h) 0

=Y = Y1 (16.12)

p2
t<p<2t 1<h<p

Z(p,h)=0
> P
- 2
Z2
> — 1
> 2
t<p<2t
Z2
= 7 (m(2t) — = (1)) . (16.13)

Itt (16.10) miatt

[ | A W 33NY2log N 1/2
- |7 = N"7%— oo,
33log N 33log N
amint N — oo.
A primszamtétel szerint w(x) ~ ——, amint ¢ — oo. Tehat
(21) (1 +o0(1)
—_— O _
T log 2t logt
t
= (1 1))——,
(1 +o()
vagyis
7(2t) — w(t) > , haN > N. (16.14)
2logt
Ekkor (16.13) és (16.14) miatt
z? t
S>. . (16.15)
2 2logt
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Masrészt a nagy szita aritmetikai alakja miatt (Id. 16.5 Tétel):

S= ) pr: <Z(p,h) —%)2

t<p<2t h=1

< ) pi (Z(p,h) = %)2

p<2t¥q =1

<(Q*+mN)z
< 4(t* + N)Z. (16.16)

Ekkor (16.15) és (16.16) alapjan:

1 t
~z? <S<4(t*+ N)Z
4 logt
log N
Z < 16 Ogt (2 + ). (16.17)

Ekkor (16.10) szerint:

2 2
tzz[ | A 1 Z{isgm/zlogz\ﬂ :[NWT:N

33log N 33 log N
(16.18)
(16.17) és (16.18) szerint
logN _, | Al
Z < 16 -2t = 32tlog N =32 | ———log N
331log N
<32<1+ Al 1 N) 32|A|+1 N<|Al=2Z

— 1o = — o) =
33log N & 33 & ’

ami ellentmondas.

Megjegyzés. A tétel a + a’ 6sszegekrol kifejezhetd a + b 6sszegek-
re, €s hasonlé jellegl tétel bizonyithatd. A kdvetkezd eredmények
szintén Balogtdl és Sarkdzytodl [1], [2] szarmaznak:

Hae > 0, N > Ny(e), A,B C {1,2,...,N}, |A|,|B| > N,
akkor da € A, b € B, hogy
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1. P(a+b) >c(e)N (= a+b=pO(1)).

2. 3p: p*la+0b, p> > ()N

3. Pla +b) < exp (c”(e)\/logNlog log N) azaz kicsi” =
No@),

Sok hasonlé jellegl tétel 1étezik strl A, B halmazokra, ahol ta-
lalhat6 olyan a + b 6sszeg, amely rendelkezik bizonyos aritmetikai
tulajdonsagokkal.

Emlékeztetddl felirjuk a nagy szita analitikus formajanak a kévet-

kezményeét:
M+N
> > | Sla/g) P<(@+7N) Y lan*. (16.19)
qSQ 1SaSq Z ane(ng) n=M-+1

Mivel létezik dualitas additiv és multiplikativ karakterek kdzott, azt
reméljik, hogy 3 a fenti kbvetkezménynek multiplikativ analogonja.
Valdban:

16.10 TETEL. (Gallagher [6]) HaQ € N, Q > 2

2

q . M+N M+N
2@ > Y anx(n)| <@+ 7N) D anl’
<Q ¥ q) x primitiv =M1 n=M+1
karakter modgq
(16.20)

A 16.10 Tétel bizonyitasa. Szeretnénk (16.20)-t levezetni (16.19)-
bél. igy additiv karakterekrdl kell attérniink multiplikativ karakterek-
re, amihez egy attérési formulat hasznalunk, Id. 11.3 Tétel. Eszerint,
ha x primitiv karaker mod g, akkor

X —q_l_ e nE
K70 = 3% ( q), (16.21)
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ahol 7(x) Gauss 6sszeg:

00 = ¥ xae(2).

1<a<q q

Szintén tanultuk (Id. 11.2 Tétel), hogy primitiv karakterre

[T = Va.
Azaz (16.21)-bdl adéddan

Xn) = —— jgy(h)e ().

igy primitiv x karakterek esetén

M+N M+N 1 q—l_ h
> axm= > an > xwe ()

n=M+1 n=M+1 h=0
1 q—1 M+N h
= = ZY(h) Z ane (n—)
™(X) 1= n=M+1 q
q—1
h
= ZY(h)S <—>
T(X) =
Azaz (16.20) baloldala
q . M+N 2
— ) > anx(n)
QSQ(P(q) x primitiv -~ [n=M+1
karakter modq
q . 1| A\ |
=2 0@ 2 Trof |2 XS )
q<Q x primitiv , |lh=0

karakter modgq —g mivel

X primitiv
Itt a jobboldalon V tag > 0, igy felsd becslést kapunk, ha vesszik a

nem primitiv karaktereket is, azaz
2

q . M+N
s S
QSQSO q x primitiv -~ [n=M+1

karakter modgq
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<D o 2=

= 90(61) vall Pt

e szws( )Zx(k>s( )

A C ) Rvalwrt

S s (1))

mivel x(k) = 0, ha (k,q) = 1 ésXx(h) =0, ha (h,q) = 1igy

-y Ly v ov x(h)x(k)5< )@

q<Q Qo(q) x 0<h<q 0<k<q (h k)

(h,q)=1 (k,q)=
k
> Y s ( ) S (—) > x(h*k)
7<Q go(q) 0<h<q 0<k<q 4/ 5
(h,q)=1 (k,q)= —
v(q), hah*'k =1 (q)

< h=k
0, ha h # k.

:LZ

=0 ¥ 0<h<q

=2 2

5(3)

2

q<Q 0<h<q
(haQ)
M+N
<(@+7N) Y
n=M+1

Ezzel a tétel allitasat belattuk.
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17. A nagy szita megforditasa

Emlékeztetd a nagy szitarol: Egy egészekbdl alld slrli halmaz
egyenletesen oszlik el majdnem minden maradékosztalyban majd-
nem minden modulusra nézve.

Masrészt Roth [4] bebizonyitotta, hogy ez az eloszlas nem lehet
tulzottan uniform, vagyis 3 egy maradékosztaly, amelyhez tartozé
elemek vagy sokkal tobben vagy sokkal kevesebben vannak mint
amit varunk.

Késdbb Roth [5] a kbvetkezbt is igazolta:

17.1 TETEL. Legyen k pozitiv egész, és tegyik fel, hogy N >
(10k)™. Ekkor az sy, ss,...,sn valdos szamokbdl allé sorozatra
dn,q € ZT, amelyre

1<n<n+(k-1)g<N

1/2
kXL,

> | —— . .
= (10N;|8]|>

Sarkdzy [6]-ban kidolgozta Roth néhany altalanos eredményé-

k—1
§ Sn+iq

1=0

nek modularis analogonjat is. Ehhez azonban tébbek kodzt a fenti
tételnek egy kissé modositott és pontosabb formajara volt szikség.
Ez a kbévetkezo:

17.2 TETEL. Legyen N,Q € N, Q > 2, 81,82,...,sny € C. Le-
gyen tovabba Q1 = [%} es s, *'0 ha J < 0vagyj > N, valamint
Vn €7Z,q,k € 2T

def
D(n’ q, k) = Sn + Sn+q + Sn+4-2q + e+ Sn4(k—1)q-
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Ekkor

2 N

Q N 9
> 2 |D(naan1)|22<;Q1> > lsml? (17.1)

9=1 n=1-(Q1—1)q m=1

Jelen fejezetben Sarkbzy szamolasait kdvetve bebizonyitjuk a
17.2 Tételt, és megnézzik azt is, hogyan kbvetkezik ebbdl Roth ere-
deti elsd kérdése (Id. késdbb 17.5 Kdvetkezmény). De elbtte egy
megjegyzés és par kdvetkezmény.

Megjegyzés. Tipikusan s;+s2+--++sy =0 = sp+Spyq+- -+
Sn+(k—1)q SZiNtén 0 varhatoan, vagy legalabb ,kicsi” = |D(n, q, k)|
méri az eltérését a varhato értéktdl, ez a diszkrepancia. Tehat a tétel
azt mondja ki: a szorasa a diszkrepancianak nagy.

Néhany kévetkezmény:

17.3 KOVETKEZMENY. dn € Z, q € N, hogy q < Q és

_ 1/2
E 9 —1/2< Q_2> 12 ad 2
D(n,a,Q)| > MQ N2 > k)
(17.2)

A 17.3 Kdvetkezmény bizonyitasa. irjunk

def
ME ffql%af|D(n’ q, Q1)

-t. Itt azt kell bizonyitanunk, hogy M > jobboldala (17.2)-nek.

Az (17.1) baloldalara:

N

Q
<> 2 M
q=1

n=1—(Q1—1)q
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et

9=1n=1—(Q.1—1)q

Q
= M* Z(N + (@1 — 1)q)

q=1

Q
= M? (NQ+(Q1—1)Zq)

(e (9 1) 492

2
2 Q_ (9 1)
<ara(v+(-2) (5+3))
Q*> 1
2
<MQ<N—|—Z—Z
Q2
<M2Q<N+Z>. (17.3)

(17.1) és (17.3):

2 2 2 N
M2Q (N+%> z;[%] S 15ml?.

m=1
Ezt Q <N + %)-gyel osztva és gydkot vonva megkapjuk (17.2)-t.

Akkor kapjuk a legjobb becslést max,, .0 |D(n, g, Q1)|-re, ha Q <
v IN. Nevezetesen, ha Q = {\/N], akkor a 17.3 Kdvetkezmény

szerint:

17.4 KOVETKEZMENY. Ha ¢ > 0, N > Ny(e), N € N,
81,82,..., SN EC=3In€Z, q € Z",hogyq < VN és

/2

D0, WVR/2)] > (2 e (ijlv'sm' ) NS,
(17.4)
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A 17.4 Koévetkezmény bizonyitasa. Most Q = [\/N}. Ekkor
(17.2) jobboldala a 17.3 Kdvetkezményben:

2vVN .., N\ V2 [N , 1/2
(1+ o(1)) <W2 N~V (N—i—Z) <mzl|sm| ))
1/2 N s |2 1/2
— (14 0(1)) (% () wo (szv| | ) )
N 1/2
2 — e 1/4 Zm:l |3m|2
= <7r\/3 )N ( N : (17.5)

Ekkor (17.2)-bél és (17.4)-bl kévetkezik (17.5).

Ezek utan azt a specialis esetet nézzik, amelyet Roth [4] eredetileg
tanulmanyozott.

17.5 KOVETKEZMENY. Ha ¢ > 0, N > Ny(e), A C
{1,2,...,N}, akkor ijunk n = 2Lt és A(u,q,t) € |{u,u +
q,...,u+(t—1)q}tNA|,Ju,q,t, hogy {u,u~+q,...,u+ (t —
1)q} € {1,2,...,N},q < N és

A, q,t) — nt] > (i _ ) VL —mNY4  (17.6)
75

Megjegyzés. Ez ugy tekinthetd mint a nagy szita megforditasa: 3
legalabb egy szamtani sorozat +/IN nagysagrend irregularitassal.

A 17.5 Kovetkezmény bizonyitasa. A 17.4 Kévetkezményt alkal-
mazzuk
n, handgd A, 1<n<N
Sp =4 —(1—m), hane A4, 1<n<N
0, han < 1vagy n > N.
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Ekkor a 17.4 Kévetkezmény miatt 3 n, q, q < IN, amelyre

|D(n,q, [VIN/2])| = |sn + Sntq T Sn+([\/ﬁ/2]—1)q|

N 1/2
> <i _ €> Zm:l |Sm|2 N1/4.
— \n/5 N

(17.7)

Elvileg itt eléfordulhat, hogy az n,n + ¢q,...,n + ([VV/N /2] —
1)g szamtani sorozatunk tul nyulik az [1, N] intervallumon, ekkor
eldobjuk azokat az s;-ket, amelyre i ¢ [1, N], hiszen ekkor s; = 0,
azaz csak 0-kat dobunk el. A metszetet megtartjuk:

{wutaq...,ut(t—1)q} %

{n,n+q,...,n+ (VN/2] - 1)g} N {1,2,...,N}.

Ekkor

[VN/2]-1
D(’I’I,, q, [\/N/Z]) — Z Sn+jq

j=0
t—1
= Z Su+jq
j=0
= > n+ Y, —-(1-n

0<j<t 0<j<t
u+jq¢ A u+jqeA
=nt — A(u,q,t). (17.8)

Mig (17.7) jobboldala

1 al 2 1 2
Nz::l|3m|:ﬁ Z n”+ Y (1—-n)

ncA
12850N 1<n<N
1
=N (n*(N —nN) + (1 —n)*nN)
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=n(1—n)(n+ (1 —n))
=n(1l—mn). (17.9)

igy (17.7), (17.8) és (17.9)-bél kdvetkezik (17.6).

A 17.2 Tétel bizonyitasa. Generatorfiiggvény médszert fogunk al-
kalmazni, amelyet még Euler vezetett be.

A generatorflggvény moddszerek esetében, A4ltalaban, egy
S1, S2, . . . SOrozathoz hozzarendellnk egy S(«) figgvényt (itt S(a)
tipikusan egy polinom vagy hatvanysor). Ezutan S(«) analitikus tu-
lajdonsagait vizsgaljuk, és ebbdl vezetjik le az eredeti sorozat bizo-
nyos aritmetikai tulajdonsagait:

sorozat — generator fliggvény anaizis analitikus tulajdonsagok —

— aritmetikai tulajdonsagai a sorozatnak

Nézzik tehat a konkrét tételbeli sorozatot: s¢, s5, ..., sy-et, és ren-
deljik hozza az

S(a) « Z spe(na)

polinomot. Ezutan az an. Fejér mag komplex valtozatat hasznaljuk:
legyen M € N esetén

Frr(a) ¥ Z_ e(ja).

Ekkor a (komplex) Fejér mag |Fis (o).

17.6 LEMMA. Ha o € R, |a| < 5+, akkor |Far(or)| > 2M.
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A 17.6 Lemma bizonyitasa. Ha « = 0, akkor a lemma trividlis,
hiszen Fy(0) = M > 2M.

Tudjuk tovabba, hogy Fin/(—a) = Fuy(a), azaz |Fy(—a)| =
|Far(cr)|. Tehat a bizonyitas soran feltehetjiik, hogy 0 < o < 51-.
Ekkor Fjs () egy mértani sorozat e(a) # 1 hanyadossal, tehat

1—e(Ma)|?

1—e(a)

Fur(e))” = |

Itt mind a nevezd, mind a szamlalé |1 — e(3)|? alakd, ahol

1 —e@B) = (1—e(B)1 - e(B))
= (1 —e(B8))(1 — e(=PH))
=2 — (e(B) +e(=P))

= 2 — 2Re e(PB)

=2 —2cos2wf3

= 4sin® 73,
azaz

, 4sin® Mra sin Mma|?
[Fu(a)|” = ——— ==

4 sin” T sin TQ

A kdvetkezdkben irjunk
sin Mx
flx) = —
sin x

-et (ahol most M fix).

Allitas. Az f(z) fuggvény monoton csdkkend a (0, ;2] intervallu-

mon.

Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy f’(x) < 0. Valéban x = 37;-re

ez nyilvanvaldan teljesll, 0 < = < 337 esetén pedig:

, M cos Maxsinx — sin Mx cosx
f(w): 2

sin” x
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cos x cos M x sin x sin M x
— M —

sin“ @
cos x cos M x

= 5 (M tanx — tan M) .

sin“ @

COS T cos Mx

It az els6 szorzétényezd <=M > 0, mert 0 < ¢ < Mz <
5, Mig M tanx — tan Mz < 0, hiszen ha abrazoljuk a tangens
flggvényt a kdvetkezd abrat kapjuk:

tan Mx
|
|
|
) L/
|
M tan x

|
|
fan x |
1 | 1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
&

x Mx /2

i
[EEY

/

A konvexitas miatt az * = tan x flggvény (kék gorbe) felette van
az origbt (x, tan x) ponttal 6sszekdtd egyenesnek (piros egyenes)
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az [z, %) intervallumon. (Ez azért van igy, mert a konvexitas miatt
tan x—tan 0 / tan Mx—tanx
oo Stan'z < TEEEE)

Vagyis M tan x < tan M x, amivel az allitasunkat igazoltuk.

Allitasunkbol adodéan 0 < = < ;= esetén

T sinMﬁ 1 1 2
f@)y>fl—)|=—"7FM=—F7>-—=—M.
2M sin o7~ sin o7~ N T
T
sinx < x

Vagyis
Fa(@)] = |f(xla))| > >0,
~—~—~ Ly
itt 0 < 7| < T
2M
amivel a 17.6 Lemmat igazoltuk.

Legyen a tovabbiakban Q, & [g] (ahogy a tételben definialtuk) és

def

Q
G(a) =) |Fo,(qo)|*. (17.10)

17.7 LEMMA. Minden o € R esetén
2 2
G(a) 2 <—Q1> .
7T

A 17.7 Lemma bizonyitasa. Dirichlet approximacios tétele szerint,
haa € R, Q € N, akkor 3 p € Z, q € N, melyekre ¢ < Q,
(p,q) =1és



amibdl addédoan

| | ! < ! ! (17 11)
o — . .
“—p 20Q/2] ~ 2Q:

Ekkor
9 2
G(a) =) |Fo,(ga)|*.
q=1
A szummabdl egyetlen g-t tartunk meg, azt amelyikre (17.11) fenn-
all:
G(a) > |Fg,(ga)|* = |Fo, (g — p)|*.

Itt hasznalhatjuk a 17.6 Lemmat M = Q;-gyel, hiszen |ga — p| <

5 Q Azaz:

G(a) 2 <§Q1> 2 -

Ezutan tekintsik a

def/ 1S()|*G () dax

figgvényt, ahol | S(a)|? a Jensen fliggvény, G(a) pedig a (17.10)-
ben definialt sulyfiggvény. Ekkor J-re a kdvetkezd als6 becslést
tudjuk adni:

T> (mlnG(a))/ 1S() [2da > ( )2 i Isml2. (17.12)

17.7 Lemma m=1

Masrészt, J-t kiszamolhatjuk a Parseval formulaval:

J:/o 1S(a)]? G(a)dox
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1 Q
- / 5@ Y |Fa, (qe) [ dax

Q 1
=" | IS(@)Fo (400 da

Q 1| N Q.1—1

= Z/ ane(na) Z e(jqa)| da
qg=1 0 |In=1 7=0
Q a|N Q-1 ?

= Z/ Sn Z e((n+jqa)l da.
qg=1 0 |p=1 Jj=

Helyettesitslink a fenti képletbe m = (n+jq)-t. EkKkorn = m —jgq,
azaz

N+(Q1—-1)q Q:1—1

J = qz:/ol Z JZ::O Sm—jq | e(ma)| do.

m=1

D(m—q(Q1—1),0,Q1)

A Parseval formula szerint:

Q N+(Q1—1)q

j:Z Z |D(m_Q(Q1_1)9Q9Q1)|2'

Ezutan n = m — q(Q; — 1)-t helyettesitunk:

Q N
7= Y  ID(n,q¢Q

9=1n=1—¢q(Q1—-1)
Azaz (17.12) alapjan:
Q N 2 2 N
> > ID(n,q, Q)" > (;Q1> > Isml®  (17.13)
q=1n=1—q(Q1—1) m=1
amivel a tétel allitasat belattuk.
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Kérdés. Milyen messze van Roth egyenlotlensége, azaz (17.13) a
lehetd legjobb becsléstdl?

Az egyszerliség kedvéeért, tekintsik a 17.4 Kdvetkezményt abban
az esetben, amikor sq, s3,...,sny € {—1, +1}. Ekkor tudjuk, hogy
dn € Z, q € ZT, amelyre

D(n,q,[VN/2)]| > N4

A masik iranybdl Roth észrevette, hogy valészinliségi modsze-
reket hasznalva, belathatd, hogy van olyan IN-hosszu +1 sorozat,
amelyre max |D(n, q, k)| < N'/%(log N)'/?, és azt sejtette, ez az
eredmeény nem javithat6 Iényegesen, azaz

max |D(n, g, k)| > N/27¢,

minden NN-hosszU +1 sorozatra és pozitiv e-ra fenndll (ahol >>-nal
az alkalmazott konstans szorz6 csak e-tdl fligg).

Ezt a sejtést Sarkdzy ([2, §8]) megcafolta, bebizonyitva olyan soro-
zat létezését, amelyre

max |D(n, q, k| < N/3(log N)?/3. (17.14)

Beck [1] még lejjebb vitte a becslést N1/4(log N)>/2-re. Matou$ek
és Spencertdl [3] pedig igazolta a lehetd legélesebb becslést is, az-
az megmutattak olyan sorozat létezését, amelyre

max |D(n,q, k)| < N4,
Itt mi csak (17.14)-t igazoljuk, azaz a kdvetkezot:

17.8 TETEL. (Sarkozy) Minden N természetes szamra
3 s1,892,...,8n € {—1,+1} sorozat, amelyre

max | s, + Spiq + - + 3n+(t_1)q’ < NY3(log N)?/3,

n,q,t

122



A 17.8 Tétel bizonyitasa. Csebisev tétele szerint tudjuk, hogy n és
2n kdz€é mindig esik prim, igy régzitsik most p primet ugy, hogy

N 2/3 N 2/3
<p<2 .
(logN> b (logN>

Definiéljuk az s,, sorozatot a kévetkezovel

(%), haptn

1, hap | n.

Ekkor D = Y"'_ sn4q @ kovetkezoképpen becsiilhetd:

l. eset: p | q. Ekkor

n+(t—1)g <N

t—1)g<N—-—n<N-1

N —1 N —1
+1< +1<<—2/3
q P <N

t <

t < NY3(log N)?/3.

Vagyis a szamtani sorozat differencigjarat < N/3(log N)?/3 fenn-
all, s ekkor a tétel trivialis.

Il. eset: p 1 q. Jeldlje x a kvadratikus karaktert, azaz

x(n) = (3): hapin,

0, hap | n,
azaz ekkor

B { x(n), haptn,

Sp =
0, hap | n.
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Ekkor

t—1
DI =Y x(n+jq)+ > 1.
=0 0<j<t
pln+jq

A haromszdg-egyenlbtlenség szerint:

t—1

> x(n+3q)

J=0

|ID| < +1 > 1.
0<m<N
plm

Ebben az esetben p { ¢q, azaz létezik g*, amelyre q¢* = 1

(mod p). igy
g

N
+ =
p

D] < [x(@) Y x(n + ja)

t—1
<> x(ng* +3)
§=0

A Pélya-Vinogradov egyenldtlenség szerint (14.1 Tétel):

N
|D| < /plogp + "

N 1/3 N 2/3 N
1 N
< (iogn) % (iogn) * (2 )

<K N1/3(10g N)2/3.

igy a tétel allitasat mindkét esetben belattuk.
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