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Bevezetés

A kombinatorikus szamelméletben gyakran hasznalunk a kombi-
natorikdbdl jél ismert mdédszereket, mint pl. leszamlalasok, grafok
esetleg extremalis halmazelmélet, és ezeket kombinaljuk a szoka-
sos szamelmeéleti eszkdzeinkkel.

lllusztracidkeént tekintsink egy egyszerl példat. A feladat a ko-
vetkez: bizonyitsuk be, hogy az n + 1 | (*") oszthatésag mindig
fennall.

Ez akar egy nehéz feladatnak is tlnhet, ha elemi szamelméle-
ti modszerekkel szeretnénk megoldani, de ha észrevesszik, hogy
a —— (") tort a jol ismert Catalan-szam a kombinatorikabol, amely

n+l\n
térténetesen mindig egész szam (mivel bizonyos elrendezések sza-

mahoz kapcsolddik), akkor a bizonyitas joval egyszeribbé valik.

A kedvenc bizonyitasaim a kombinatorikus szamelméletbdl a
graf elméleti alkalmazasokhoz (mint példaul Ramsey elmélet vagy
extremalis grafelmélet) kapcsolodnak. Olyan bizonyitasokat prébal-
tam a jegyzetbe belevenni, amelyek a lehetd legegyszeriibbek és
elegendd megértésiikh6z alapfoku kombinatorika és az elemi szam-
elmélet ismerete (ilyen pl. a fenti targyakhoz kapcsolédd egyetemi
matematika BSc kurzusok anyaga).

A jegyzet irdsa soran széleskorl irodalmat hasznaltam, amelyet
a fejeztek végén a referenciajegyzékben ismertettem, annyira pon-
tosan, amennyire tudtam. Ezek kozal kiemelném, hogy par fejezet
megirasa soran Sarkdézy Andras egyetemi eldadasaira is tamasz-
kodtam (ahol ez relevans, ott ezt szintén az irodalomjegyzékben fel-
tintettem).



A jegyzetet a 2020/21-es online félévben kezdtem angolul tanu-
|6 matematikus MSc hallgatok szamara, hogy alkalmazkodni tudjak
a nehéz kérilményekhez, és helyettesiteni tudjam a hagyomanyos
tablat.



1. Fermat kongruencia

Az olvasé esetleg hallott mar Hilbert problémairdl. Hilbert 6ssze-
sen 23-at vetett fel, ezek kdzUl pedig tizet a [I. Nemzetkdzi Matema-

tikai Kongresszuson ismertetett.

Hilbert problémai jelentds elérelépéshez vezetnek a matematika-
ban. A 10. probléma a kdvetkez6 volt:

Létezik-e univerzalis (véges) algoritmus diofantikus egyenletek
megoldasara? (Egy egyenletet diofantikusnak hivunk, ha csak az
egész megoldasokat keressuk.)

Ebben a fejezetben a diofantikus egyenleteket kombinatorikus
szempontbdl vizsgaljuk.

Miel6tt tovabbhaladnank vesslnk egy pillantast a legismertebb
diofantikus egyenletekre.

ar + by = c Linearis diofantikus egyenletek.
"+ y" =2z2z"han >3 nagy Fermat-tétel

x2 4+ y? = 22 Pitagoraszi szamharmasok



zt + y* + 24 = w? Euler [6] azt sejtette, hogy csak trivia-
lis megoldasok vannak. Ezt Elkies [1]
1988-ban megcéfolta.

Tipikus kérdések diofantikus egyenletek kapcsan:

1. Létezik megoldas?

2. A kénnyen megtalalhatd megoldasokon tul léteznek-e tovabbi
megoldasok?

3. Véges vagy végtelen sok megoldas létezik?
4. Le tudjuk-e irni az 6sszes megoldast?
5. A gyakorlatban is megadhat6-e egy teljes listdja az 6sszes meg-

oldasnak?

Az elsd kérdésre, bizonyos esetekben (ha szerencsések va-
gyunk), létezik egy egyszerli megoldas, annak bizonyitasara, hogy
a diofantikus egyenletnek egyaltalan nincs megoldasa.

Példak:
1. Az 22 + y? = 322 egyenletnek nincs egész megoldasa. Tekint-

stk az egyenletet modulo 3.

2. Végtelen sok m € Z létezik, amelyre 3 + y3 + 2® = m egyen-
letnek nincs megoldasa Z-ben (kapcsolddik az un. Waring prob-
lémahoz [7]). Legyen m = +4 (mod 9) és tekintsik az egyen-
letet modulo 9.

Visszatérve Hilbert 10. problémajahoz::

Vajon létezik-e altalanos algoritmus, amellyel minden diofantikus
egyenlet megoldhat6?



Ez a kérdés sokaig megoldatlan volt. Végul Martin Davis, Yuri
Matiyasevich, Hilary Putnam és Julia Robinson bebizonyitotta, hogy
nincs ilyen algoritmus (tovabbi részletekért Id. [8]).

Amint azt az 1. és 2. Példaban lattuk, az egyenletet modulo
m redukalva, idonként azt kapjuk, hogy az egyenletnek egyaltalan
nincs megoldasa.

Ezen tulmenden, vannak bizonyos torténelmi feltételezések is,
melyek szerint régebben ugy gondoltak, hogy a modularis vizsgala-
tok szinte minden diofantikus egyenlet esetében célhoz vezethetnek.

VegyUk példaul a hires Fermat sejtést, mely szerint az

n

egyenletnek csak trividlis megoldasi vannak, ha n > 3.

A ftrividlis megoldasok a kévetkezOk: = = Ovagyy =
0Ovagy z = 0.

Fermat 1637-ben fogalmazta meg hires sejtését. A sejtést annak
a kdényv margojara irta, amit éppen olvasott, s mely iras szerint egy
gyobnyorl és rovid bizonyitast talalt, csak sajnos, a margd tal szik
ahhoz, hogy leirja.

Nagyon sok matematikus probalta megtalalni Fermat eredeti
gy6nyorl bizonyitasat, de kudarcot vallottak.

Veéqgul, Wiles [4], [5] bizonyitotta a sejtést 1994-ben, de a bizonyi-
tasa tébb mint 120 oldal hosszu volt.

Azonban a sejtés tébb mint 350 évig nyitott volt.



Ugy sejtem, hogy a multban szamos matematikus prébalta tgy
megoldani a sejtést, hogy kilénb6zd m modulusokra modulo m
vizsgalta az egyenletet.

Mit gondolnak, igaz-e a kévetkezd?
Bebizonyithaté-e, hogy végtelen sok p prim létezik, amelyre az

n

" +y" =2" (mod p)
kongruencia nem oldhaté meg?
Ez nem igaz, mert pl. az
=0 (p) y==z (p)

mindig megoldas. A kdvetkezok a trivialis megoldasok:

xr=0(p) vagy y=0(p) vagy z=0 (p)
()
xyz =0 (p).

De a feladat a kévetkezére mddosithaté:
Vajon létezik-e végtelen sok p prim, hogy az
" +y" =2" (mod p).
kongruencianak csak trivialis megoldasai vannak?

Ugy gondolom régebben nagyon sok matematikus prébalt ilyen
p primeket talalni...

Hogyan kdvetkezne ebbdl a Fermat-sejtés?

Tegylk fel, hogy p1 < p2 < ps < ... primeknek egy névekvd

sorozata, ugy hogy a
z" +y" = 2" (mod p;),
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kongruencianak csak trivialis megoldasai vannak.. Ekkor z = 0 (p;)
vagy y = 0 (p;) vagy z = 0 (p;). Vagyis p; | zy-=.

De ez azt jelentené xyz-nek végtelen primosztdja van, amely
nyilvan ellentmondas.

Torténetesen ez a mddszer nem mikodik, Schur [3] 1916-0s
eredménye szerint. A kdvetkezd tételben a [-| zardjel a felsd egész-
részt jeldli.

1.1 TETEL. (Schur) Hap > [en!| + 1, akkor az

n

" +y" ==z (mod p)

kongruencianak van nem trivialis megoldasa.

A bizonyitas kombinatorikus szamelméletet hasznal.

A matematikai kutatdintézetek, egyetemek szamos hibas bizo-
nyitast kapnak olyan hires sejtések megoldasara mint a Fermat vagy
Goldbach sejtés...

Schur tétele a Fermat-sejtés sok hibas bizonyitasat cafolta meg
azonnal, Iényegesen megkdnnyitve ezzel a lektorok dolgat.

A bizonyitas grafelméletet, specialisan Ramsey-elméletet hasz-
nal. A szilkséges eszkdzOket a kdvetkezd alfejezetben targyaljuk.

1.1. Ramsey-elmélet

TegyUk fel, hogy egy 6 tagu tarsasagban mindenki kdlcséndsen
ismeri vagy nem ismeri egymast, de a kapcsolat mindig szimmetri-
kus. Bizonyitsuk be, hogy létezik kd6z6ttik 3 ember, akik kézul vagy
mindenki ismer mindenkit, vagy senki nem ismer senkit.
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Ez a feladat egy 6 szégpontu graffal szemléltethetd. Az embe-
reket a szégpontok reprezentaljdk. Ha két ember ismeri egymast
huzzunk kdzeéjlik egy kék élet, ha nem ismerik egymast, akkor piro-
sat.

Allitas: Ebben a grafban létezik egyszin(i haromszdg.

Roégzitsiink egy A szdgpontot. A skatulyaelv miatt létezik 3 ma-
sik szégpont, B, C és D, hogy az AB, AC, AD éleknek ugyanaz
a szinuk, mondjuk kék.

A

C

Amennyiben a BC él is kék, akkor ABC egy kék szin(i harom-
sz6g. Azaz a tovabbiakban elegendd azt az esetet vizsgalni, amikor
a BC él piros. Hasonléan lathatd, hogy azt is feltehetjlik, hogy a
BD és CD élek pirosak. De ekkor mind BC, BD és CD élek
pirosak, azaz BC D egy piros haromszog.

Jelblie R:(3) azt a legkisebb n természetes szamot, amelyre
igaz az, hogy egy n szégpontu teljes graf éleit ¢t darab szinnel szi-
nezve, mindig Iétezik egyszinli haromszdg.

Amennyiben egy 3 szdgpontu teljes graf éleit csak egy darab
szinnel szinezzlk, akkor abban nyilvanvaléan van egyszini harom-
sz8g. Ezért:

R,(3) = 3.

10



Az el6z6 példaban lattuk, hogy R»(3) < 6. Masrészrol R»(3) > 5
mivel a kdvetkezd abran megadtuk az 5 szdgpontu teljes grafnak
egy olyan szinezését, amely nem tartalmaz egyszinl haromszdget.

fgy:
R2(3) = 6.

Az el6z0 otletet altalanositva kapjuk, hogy
Ri(3) < t(Ry_1(3) — 1) + 2. (1.1)

Lassuk a bizonyitas részleteit: Legyen G egy teljes graf n szdgpon-
ton.

Legyenn >t (R;_1(3) — 1) + 2. Bebizonyitjuk, hogy ha egy n
szdgpontu G graf éleit t darab szinnel szinezzlk, akkor az mindig
tartalmaz egyszinl haromszoget. Ebbdl (1.1) kévetkezik.

Jeldlie a G graf szdgpontjait: A, Az, ..., A,. ROgzitslnk
egy szbgpontot, mondjuk A,.-et, és tekintsik az A, A2, ..., A, _1
szdgpontokat. Ekkor

n—1>t(R_1(3) —1) +1,

igy a skatulyaelv szerint létezik s = R; 1(3) darab szbgpont,
A, A,y ..oy A, melyekre az

ApAi, AnAi,, ..., ARA;,
11



élek azonos szintek. Legyen ez a szin mondjuk kék. Amennyiben
A, Ay, ..oy A, szOgpontok kozott van kék él, mondjuk A;, A;,,
akkor létezik kék szinl haromszdg: A, A;, A;,:

An

Amennyiben pedig az A;,, A;,, ..., A; szogpontok kdz4tt nincs
kék él, akkor tekintsik azt a G részgrafot, amelyek ezek a sz6g-
pontok kifeszitenek. A G grafnak nincs kék éle, azaz ebben a rész-
grafban az élek csak t — 1 darab szinnel vannak szinezve. Jeldlje a
Go graf szégpontjainak szamat V (Gy). Mivel

V(go) =S8 = Rt—1(3)a

az R;_,1(3) szam definicioja alapjan azt kapjuk, hogy G, tartalmaz
egyszini haromszoget.

A tovabbiakban t-re vonatkozé indukcioval belatjuk, hogy

1 1 1
Rt(3)§t1(1+ﬁ+5+---+a)+1. (1.2)

Valéban, ha t = 1 akkor

1
R1(3):3§1!<1—|—F>—|—1

12



Amennyiben az 4llitds igaz t = k — 1, akkor igaz lesz t = k-ra is,
ugyanis (1.1) alapjan
Rk(?)) <k (Rk—l('?)) — ].) + 2

11 1
<k -(k—1)! {14 —4—+-d—" ) +2
S ke )<+1!+2!+ +(k_1)!>+

_ (1 1 1 1 )
=k {1+ S+ + )+

Ezzel belattuk (1.2)-t. Mivel

t'111 1<t'111 = t!
! +ﬁ+i+...—'—a N . +ﬁ+i+... =1.e,

azt kapjuk, hogy

1.2 TETEL. (Schur)
Ry(3) < [tle].

Az R.(3) Ramsey szamokrdl tovabbi érdekességek talalhatoak
a kdvetkez6 oldalon: link.

Az 1.2 Tételt hasznalva kapjuk a kdvetkezot:

1.3 TETEL. (Schur) Ha N > [tle| ésaz{1,2,..., N} szamokat
t darab szinnel szinezziik, akkor az

r+y=-=z.

egyenletnek létezik egyszini, un. monokromatikus megoldasa (az-
azx, y €s z szine azonos).

Az 1.3 Tétel bizonyitasa. Legyen G eqy teljes graf, amelynek szdg-
pontjait az 1 és IV kdzotti természetes szamok reprezentaljak.
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A G graf éleit t darab szinnel szinezzik a kdvetkezdé maodon:
Minden élhez hozzarendelink egy értéket. Az ¢ és j szbgpontok
kdzott futd el értéke az |i — j| természetes szam. Ekkor |i — j| €
{1,2,...,N}, igy ennek a természetes szamnak van egy a tétel-
ben definialt szine. Ez a szin lesz az + és j szdgpont kdzott futd él
szine. Mivel R:(3) < [tle] < N, a G graf tartalmaz egyszinl ha-
romszoéget: {i, j,k}. Szimmetrikus okokbdl feltehetjik: < 5 < k.
Ekkor:

k- 2y

A szinezés definicioja miatt =,y €s z azonos szinl. Tovabba
x+y =zigy (j —¢) + (k —j) = k — i. Ezzel Schur tételét
belattuk.

Feladat. Hogyan kdvetkezik Schur tételébdl, hogy az =™ + y™ = 2"
(mod p) Fermat kongruencianak mindig van nem trivialis megolda-
sa, ha p prim elég nagy?

14



Utmutaté: Hasznaljunk primitiv gydkoket!

Megoldas. Legyen p primszam, amelyre p > [n!e] 4+ 1. Legyen
tovabba g egy primitiv gydk mod p. Ekkor
{d°,9",9%...,9" 7}

egy redukalt maradékrendszer mod p. Vagyis ¢°, g',...,gP ™2
modulo p maradékosztalyok megegyeznek az 1,2,...,p — 2 mara-
dékosztalyokkal (de nem ebben sorrendben). Azaz

{90’91992,---,gp_2} E {1, 2,ooo,p_ ].} (mOd p).

Szinezzik az {1,2,3,...,p — 1} természetes szamokat n da-
rab kilébnbdzo szinnel.

Egy s € {1,2,...,p — 1} természetes szam, akkor van szinez-
ve az r-edik szinnel, ha létezik k egész szam, amelyre

kn+r

s=g (mod p).

Ez a kévetkezOképp illusztralhato:

1. szin = {g, g"tt, gt L. } (mod p)
2. szin = {g%,¢"*?,¢*"*?,...} (mod p)
3. szin = {g?’, g3, g*n s, . .} (mod p)

n-edik szin = {¢°,¢",¢*",...} (mod p)

A fenti szinezésre fogjuk Schur tételét hasznalni. Eszerint létez-
nek x,y és z egész szamok, amelyekre

r+y==z
15



és x, y, z-nek azonos a szine. Jeldljuk ezt a monokromatikus meg-
oldast x, yg, zo-val. Ekkor

To + Yo = Zo-

Mivel xq, yo, zo-nak azonos a szine, a szinezés definicidja miatt lé-
tezik r, k, £ €s m természetes szamok, melyekre

xo = g"*"  (mod p)
Yo = g™t (mod p)
zo = g™t (mod p).

Ekkor

To + Yo = 20
o+ Yo = 20 (mod p)
gt 4 g™t = g™ (mod p)
g™ + g™ =g™ (mod p)
lgy,haa,béscta =gk, b=g’, c = g™ (mod p)-val definialjuk,
akkor
a” +b" =c" (mod p),

amivel belattuk a tétel allitasat.
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2. Tovabbi Ramsey-elméleti alkalmazasok

Az elsd fejezetben a Ramsey-elmélet egy trikkds alkalmaza-
sat lattuk. Most két masik szamelméleti alkalmazast mutatunk be.
De mieldtt tovabbmennénk, néhany sz6 az elmélet megalkotéjarol:
Ramseyt nemcsak a matematika nyligdzte le, de sok mas terlleten
is dolgozott, kilonbsen a kézgazdasagtanban. Tobbek kbzdtt még
érdekelte a pszichoanalizis is.

A Ramsey-elmélet j0l ismert a matematikaban az alkalmazkodé-
képesseégérdl; nem csak a szamelméletben, hanem a harmonikus
elemzésben is alkalmazzak, ergodikus elmélet, geometria, informa-
cidelmélet, logika stb.

A Ramsey-elmélet j6l ismert a matematikaban az alkalmazasa-
irdl is; nem csak a szamelméletben, hanem a harmonikus anali-
zisben is hasznaljak, tovabba ergodikus elméletben, geometriaban,
informacidelméletben, logikaban stb.

A kovetkezd példa Sarkdzytdl [4] szarmazik.

2.1 TETEL. (Sarkozy) Legyen p egy 4k + 1 alaku primszam. Ekkor
letezik A C Z,, amelyre

| A| > E logp]
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és minden a — a’ kilénbség, ahol a,a’ € A kvadratikus maradék
moaulo p vagy nulla.

A 2.1 Tétel bizonyitasa. A tétel bizonyitasahoz grafelmélet szliksé-
ges. Megint Ramsey-elméletet hasznalunk.

Altalaban, ha G egy gréf, akkor V (G) jeldljik a graf szdégpontjai-
nak halmazat, F(G) pedig a graf éleinek halmazat.

Jelblje K, pedig az n szdgpontu teljes grafot.

Tovabba, jeldlje R(k, £) a legkisebb természetes szamot, amely-
re igaz, hogy minden olyan G graf, amelyre |V (G)| > R(k,£) ren-
delkezik a kdvetkez0 tulajdonsaggal: Ha a G graf éleit két szinnel
szinezzik, mondjuk pirossal és kékkel, akkor mindig létezik kék szi-
n monokromatikus K. vagy piros szinil monokromatikus K,. Ekkor

R(k,€) < R(k —1,£) + R(k, £ — 1). (2.1)

A bizonyitas a kbvetkezd abraval szemléltetheto:

Rk, —1)—1

Rk —1,0) —1
Valéban, tegyik fel, hogy a G grafra fennall
V(G)| > R(k — 1,£) + R(k, £ — 1). (2.2)

Bebizonyitjuk, hogy ekkor vagy G tartalmaz kék Kj-t, vagy G piros
K,-t. Ezzel megkapjuk (2.1)-.
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Tehat tegyUk fel, hogy G grafra fennall (2.2), de az allitassal ellen-
tétben, G nem tartalmaz sem kék Kj-t, sem piros K,-t. Rogzitsik
a graf egy A szogpontjat. Ekkor G t6bbi szégpontjat két csoportra
osztjuk: Vy azon B szbgpontokat tartalmazza, amelyre az AB él
kék, V; azon C szdgpontokat tartalmazza, amelyre az AC él piros.

Legyen G, az a teljes graf, amelyet V;-beli szdgpontok feszitenek
ki, G, pedig, amelyet a V;-beli sz6gpontok.

Ha G, tartalmaz kék K _1, akkor G tartalmaz kék Ky, mivel az
A szOgpontot hozzavéve a kék K, egy teljes kék K-t nyerink
G-ben. Azaz, ha G nem tartalmaz kék K-t és piros K,-t, akkor G
nem tartalmaz kék Kj_;-t és piros K,-t. igy

[V(Go)| < R(k —1,¢) — 1.
Hasonlban,
V(G| < R(k,£—1) — 1.
Azaz
V(9] = [V(Go)| + [V(G)| + 1

<(R(k—1,0) — 1)+ (R(k, £ —1) —1) + 1
= R(k—1,0) + R(k, £ — 1) — 1,

amely ellentmond (2.2)-nek. igy bebizonyitottuk (2.1)-t.

Teljes indukciéval kbnnyen belathato, hogy

2.2 TETEL.

R(k,0) < <k+£_2>.

L—1
A 2.2 Tétel bizonyitasa. A tétel allitasat teljes indukciéval bizonyit-
juk. Eloszér azt latjuk be, hogy R(2,€) = £ és R(k,2) = k.
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Valdéban, ha egy graf £ szégpontbdl all, akkor vagy tartalmaz kék
élt, vagy minden éle piros, és ebben az esetben tartalmaz piros K-t.
Hasonldéan kapjuk, hogy R(k, 2) = k.

Ezek utan belatjuk, hogy ha a tétel fennall minden olyan k-re és
£-re, amelyre n = k + £, akkor olyan k-ra és £-re is fennall, amelyre
n+1=%k-+¢.

Legyen n + 1 = k + £. Ekkor (2.1) és az indukcids felteves
alapjan

R(k,0) < R(k—1,¢) + R(k,£—1)
<k+£—3> <k:-|—£—3)

< +
- £—1 £—2
B (k + £ — 2)
S\ -1 )

ami a bizonyitandd allitas volt.

A binomidlis tétel alapjan a kévetkezot kapjuk:
2.3 KOVETKEZMENY.

2k — 2
R(k, k) < (k 1) < (14 1)%72 < 4k,

A 2.1 Tétel bizonyitasa. Legyen a G teljes graf szégpontjai most
Z,, elemei. A gréfot a kdvetkezOképp szinezzik:

Minden a # a’ esetén az (a, a’) él kék, ha a — a’ kvadratikus
maradék. Tovabba az (a,a’) él piros, ha a — a’ kvadratikus nem-
maradék. Ekkor a graf szinezése jél definialt, hiszen

G-(50) e
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Valéban, amennyiben p egy 4k + 1 alaku prim, akkor (%) =1,
s a Legendre szimbolum multiplikativitasat hasznalva, megkapjuk
(2.3)-t.

MegjegyezzUk, hogy a fenti mddon definialt grafot Paley grafnak
hivjuk, Raymond Payley utan. A kdvetkez0 dbra a p = 13esetet
illusztralja:

l.‘
eceW
'&%‘9\,\

T\
X\ 4 "
g «4‘"9’

Ezutdn visszatériink a tétel bizonyitasahoz. Legyen k =
1
[Z log p]. Ekkor

2k .
R(k,k) < (7)) <4*<p.

Azaz a graf (amely éleit pirossal és kékkel szineztik) tartalmaz mo-
1
nokromatikus Kj-t, ahol k = [Z log p].

Ha ez a szin kék, akkor a kék szinl K, szdgpontjait
ai,as,...,a-val jelolve, azt kapjuk, hogy a; — a; mindig kvadrati-
kus maradék.

Ha ez a szin piros, régzitsiink egy n kvadratikus nem maradékot.
Akarcsak az eldbb, jeldlje a piros K, sz6gpontjait a;, as ..., ax. Ek-
kor minden a; — a; kulonbség kvadratikus nem-maradék. Definialjuk
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az S, halmazt

def
Sy = {nai,nas,...,nay}.

képlettel. Ekkor na; — na; mindig kvadratikus maradék, mivel:

(5) - () (357 - o

lgy az S, halmaz elemei eleget tesznek a tétel allitasanak, és ezzel

a bizonyitast befejeztlk.

Feladatok

1. MUkoédik-e ez a bizonyitads a + a’ 6sszegekkel az a — a’ kilénb-
segek helyett?

2. Létezik-e hasonld bizonyitas az aa’ + 1 eltolt szorzatokra?

3. Tud adni felsd becslést az A halmaz elemszamara, ha azt tud-
juk, hogy A C Z, és a # a’ esetén a — a’ kildbnbség mindig
kvadratikus maradék modulo p?

A feladatok megoldasa.

1.) A kérdésre az a valasz, hogy igen, és a bizonyitds nagyon ha-
sonl6 az el6z6hdz. A kdvetkezdt bizonyitjuk:

2.4 TETEL. Legyen p primszam. Ekkor létezik A C Z, halmaz,
amelyre

| A| > E logp]

és aza + a’ 6sszegek a # a’, a,a’ € A esetén mindig kvadratikus
maradékok modulo p vagy nullak.
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A 2.4 Tétel bizonyitasa. Jeldlie G azt a teljes grafot, amelynek
szdgpontjai Z,, elemei. A kbvetkezd szinezést fogjuk hasznalni: Min-
den a # a’ esetén az (a, a’) él kék, ha a + a’ kvadratikus maradék
vagy 0. Az (a, a’) él piros, ha a + a’ kvadratikus nem-maradék. Ez

(1) (22).

1
Legyen k = [Z log p] . Akércsak az eldbb

jO definicio, hiszen

2k .
Rk, k) < () <4* <p.

1
Azaz a graf tartalmaz monokromatikus K-t, ahol k = [Z log p] :

Ha ez a szin kék, jeldlje a teljes K szégpontjait a1, as, ..., ak.
A szinezeés definicidja miatt az a; + a; 6sszegek kvadratikus mara-
dékok vagy nullak.

Ha ez a szin piros, régzitsink egy n kvadratikus nem-maradékot.
Jelblje a piros K}, szOgpontjait a1, az . . ., ar. EKkor minden a; + a;
0sszeg kvadratikus nem-maradék. Az Sy, halmazt definialjuk a

def
S — {nai,nas,...,na;}.
képlettel. Ekkor na; 4+ na; mindig kvadratikus maradék, mivel:

(5= () (252) -ven-s

és ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik.

2.) A kdvetkezo6t fogjuk bizonyitani:
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2.5 TETEL. (Gyarmati [2]) Létezik py, hogy ha p egy 4k + 1 alaku
prim és p > py, akkor létezik A C Z,, amelyre | A| > 61;g3 log p

és aa’ + 1 mindig kvadratikus maradék vagy 0 mod p minden

a,a’ € A, a # a’ esetén.

A 2.5 Tétel bizonyitasa. Ez a tétel a kdvetkez6 Ramsey-elméletbeli
tétel kOvetkezmeénye:

2.6 LEMMA. Ha sq, s2, s3 természetes szamok, akkor létezik egy r
természetes szam, a kévetkezé tulajdonsaggal: Ha G egy teljes
graf, |G| > r és C a G graf tetszbleges szinezése 3 darab szin-
nel, ¢y, ca, c3-mal, akkor létezik 1 < i < 3, hogy a G grafnak van
egy monokromatikus G’ részgrafja, melyet ha a c; szinnel szinez-
tik, akkor |G'| > s;.

Tovabba a legkisebb ilyen természetes r szamot R (s1, S2, S3)-mal
jelélve kapjuk, hogy:

(s1 4+ s2 + s3)!

81!82!83!

R (Sla S2, 33) S

A 2.6 Lemma bizonyitasa. Ha az s, s3, s3 szamok valamelyike
0, akkor a lemma trividlis mivel R (sy, s2,s3) = 0. Tehat feltehet-
juk, hogy s1,s2,83 > 0. A kbvetkezd egyenldtlenség jol ismert,
a bizonyitast megtalalhatjuk pl. [1, 75. o.]-ben (amely egy tipikus
Ramsey-elméleti bizonyitas):

R (519 S2, 33) S
R (Sl - ]-9 S2, 33) + R (Sla S2 — ]-9 83) + R (Sla S24 83 — ]-)

ha s1, s2, s3 > 0. Indukcioval kénnyen bebizonyithatd, hogy:

(s1 + s2 + s3)!

R(Sla S2, 83) S lolal
S81.82.83.
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TekintsUk azt a grafot, amelynek szdégpontjai a modulo p mara-
dékosztalyok. Mivel p egy 4k+1 alaku prim, létezik ¢ egész, amelyre
12 = —1 (mod p).

Tegyik fel, hogy az e él az a és b maradékosztalyokat koti 6ssze.

Az e élet c;-gyel szinezzik, ha (%) = 1 vagy 0. Tovabba az e

élet co-vel szinezzik, ha (%) = 1 vagy 0, de (%) = —1.

Végiil e-t e;-mal szinezziik, ha (==£+1) = 1 vagy 0 és (22 ) =

(%) — —1 (most definicié szerint <1—2> = 0).

Minden élet megszineztink kilénben:
(ab + 1) B (—ab + 1) _ (—a2b2 + 1) _ 1
p p p
igy:

- ((ab +1) (—ab+ 1) (—a®b® + 1)) _ ((61,2b2 — 1)2> .

p p

De ez ellentmond annak, hogy <@> = 1 vagy 0.

Legyen c = L“jg?’ log p] + 1. A lemmaét alkalmazva kapjuk, hogy:

(3¢c)!

R(c,c,c) < .
clc!c!

A Stirling formula szerint, ha ¢ — oo, akkor

() (1 4 o)) L) V2T s
clcle! ((§)0%>

igy ha p primszam elég nagy, akkor R(c, ¢, ¢) < p. Azaz a graf
tartalmaz egy monokromatikus X részgrafot, amely a c; szinnel van
szinezve (1 < 3 <3)és |X| > c
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Legyen A az X részgraf szogpontjainak halmaza, ha X-et a ¢;
szinnel szineztlk. Legyen A az {ix : * € V(X)} halmaz, ha X-et
a cp szinnel szineztik. Legyen A az {iz? : x € V(X)} halmaz,
ha X-et a c3 szinnel szineztuk.

Ekkor |A| > 1|X| mindig fenndll. A szinezés definiciojat
hasznalva, vilagos, hogy két tetszbleges elemet dsszeszorozva és
hozzaadva egyet mindig kvadratikus maradékot vagy 0-t kapunk
mod p.

3.) A kdvetkez6t bizonyitjuk:

2.7 TETEL. (folklor) Legyen p primszam. Ha A C Z, olyan hal-
maz, hogy mindena # a’, a,a’ € A par esetén az a—a’ kiilbnbség
kvadratikus maradék modulo p, akkor

Al < vP-

A 2.7 Tétel bizonyitasa.

Tegyik fel, hogy az A — A halmaz csak kvadratikus maradékokat
tartalmaz és 0-t. Legyen n € Z, egy rogzitett kvadratikus nem-
maradék. Ekkor minden

a—na, a,a €A
tipusu kildnbség kilénb6zd. Valéban, tegylk fel, hogy
ap — nay = a; —na;’ (mod p).

Ekkor

ap —a; = n(ay’ —ai’) (mod p).

Viszont a kongruencia baloldalan kvadratikus maradék all, a jobb-
oldalon kvadratikus nem-maradék, ami ellentmondas. (Az egyetlen

27



kivétel, ha ag = a1, a¢’ = a,’.) Vagyis minden
a—na, a,a €A
tipusu kildnbség kilénb6zo.
Az a,a’ € A parok szama |.A|?, igy
|AI* < p,
Al < V-
A fenti tételnél a legjobb eredmény is csak konstansszorzot javit,

és Hanson és Pertidis-t6l szarmazik [3], akik az | A| < /p/2 + 1
egyenldtlenséget bizonyitottak.
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3. Gallagher nagyobb szitaja

A fejezetben szerepld szita Patrik Ximenes Gallagher-t6l szarma-
zik, €s minden val6szinliség szerint a legegyszeribb a szitak kdzott.

A bizonyitas pusztan a Cauchy-Schwarz egyenlétlenséget, és
elemi megfontolasokat hasznal.

A szita formulak mdgétt az a gondolat all, hogy ha ismerjik a
modularis szerkezetét a természetes szamok egy részhalmazanak
(pontosabban sok m esetén, a halmaz csak néhany maradékosz-
talyt metsz  mod m), akkor ers felsd becslést adhatunk a halmaz
elemszamara.

Mielott ismertetnénk Gallagher nagyobb szitgjat, egy alkalma-
zast mutatunk példaként:

3.1 TETEL. (Rivat, Stewart, Sarkozy [7]) Létezik egy x, egész
szam, hogyhaxy < © € N, A C {1,2,3,...,x}, és tudjuk, hogy
a,a’ € A esetén a + a’ mindig négyzetszam, akkor

|A| < 37log . (3.1)
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Nem tudjuk mennyire erds ez a tétel. De megjegyezzik, hogy
J. Lagrange [5] és J.-L. Nicolas [6] talalt 6 elem( halmazt a fenti
tulajdonsaggal, nevezetesen:

A = { — 15863902, 17798783, 21126338, 49064546, 82221218,
447422978},

Az a sejtéstink van egy nem ismert 6-nal tébb elemi halmaz a
fenti tulajdonsaggal.

Rivat, Stewart és Sarkdzy eredménye helyett, egy kissé egysze-
rlbb allitast latunk be.

3.2 TETEL. (Gyarmati [4]) Létezik egy =, egész szam, hogyha
rgo < x € N, A C {1,2,3,...,x}, és tudjuk, hogy minden
a > a’ € A esetén a — a’ négyzetszam, akkor

| A| < 2.01log . (3.2)

A bizonyitds ugyanaz mint az a + a’ esetben, az egyetlen ku-
|6bnbség, hogy az itt hasznalt lemma (Id. 2.7 Tétel a jegyzetben)
bizonyitdsa elemi, és nem hasznal exponencidlis 6sszegeket.

A bizonyitas féeszkdze Gallagher nagyobb szitaja [7]. A jelen
valtozatot Erdds, Stewart és Sarkdzy [2] mondta ki 1994-ben.

3.3 TETEL. (Gallagher nagyobb szitaja) Tegyik fel, hogy m,n €
NNAC{m+1,m+2,...,m+n} ésB C N egy véges halmaz,
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amelynek elemei paronkent relativ primek. Minden b € B-re jeldlje
v(b) azon mod b maradekosztalyok szamat, amelyek metszik A-

t. Ekkor
> logb —logn

benB
Al < - )
b%:B ly(ibg’ — logn

feltéve, hogy a nevezb pozitiv.

(3.3)

Gallagher az éllitast elészér B = P esetben fogalmazta meg,
ahol P csak primeket tartalmazott.

Miért hivunk egy ilyen tételt szitdnak? Ebben az esetben az
A halmaz elemszamat a v(b) flggvenyek segitsegével becsuljik.
Ha A sok mod b maradékosztalybdl nem tartalmaz elemet, akkor
v(b) kicsi, igy (3.3) nevezdjében szerepld tért nagy, ami |.A| elem-
szamara eros felsd becslést ad.

A 3.3 Tétel bizonyitasa. Legyen
ne 2 H{a: ac A a=k (modb)}|.

Ekkor Cauchy-Schwarz egyenldtlenséget hasznalva p(b) darab
nem nulla tagra kapjuk, hogy:

Masrészrol:
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a,a’'c A
a=a’ (mod b)

=Al+ > L

a,a’c€ A, a#a’

bla—a’

2
A

A
< |A| + 1.
V(b) a,a'G;,a;éa'

bla—a’

Ezutan log b-vel szorozva:

|.A| < |Al|logb+ Z log b.

(b) a,a’c€A, a¢a/

bla—a’

Osszegezve az 6sszes b € B-re:

|A|? Zlo(gb) < |A|Zlogb—|— Z Z log b.

beB beB a,a’€Abla—a’
a#a' beB

Az utolsd szummaban:

Z log b = log H b < logn.
bla—a’ bla—a’
beB beB

|A|2ngb < |A|Zlogb—|— Z logn

beB (b) beB a,a’c A
a#a’

1
>y 8b _ > "logb + (JA| —1)logn

s V(0) T i
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log b
| A| (Z o (b) — logn) < Zlogb — log n.

beB beB

Iltt, ha az |.A| kdvetd szorzd pozitiv, akkor leoszthatunk vele.

A 3.2 Tétel bizonyitasa. Tudjuk, hogy a,a’ € A, a > a’ esetén az
a — a’ kilénbség mindig négyzetszam. Vagyis a,a’ € A, a > a’
esetén a — a’ mindig kvadratikus maradék mod p vagy 0 minden
p primszamra.

Ha —1 kvadratikus maradék mod p, akkor a’ — a is kvadratikus
maradék mod p vagy 0, nemcsak a — a’.

Tudjuk, hogy —1 akkor és csak akkor kvadratikus maradék
mod p,hap =1 (mod 4).

Vagyis p = 1 (mod 4) esetén tetszdleges a,a’ € A-raa — a’
kvadratikus maradék mod p (azaz a tovabbiakban az a > a’ fel-
tétel nem szlkséges).

A 2.7 Tételt lemmaként fogjuk hasznalni.

3.4 LEMMA. Legyen p primszam. Ha a C C Z, halmazra teljesdl,
hogy a # a’, a,a’ € C esetén a — a’ kvadratikus maradék modulo
p, akkor

IC| < +/p.

Jeldlje C azon mod p maradékosztalyok halmazat, amelyek
tartalmaznak .A-bol elemet. Ekkor |C| < /P.

Vagyis a 3.3 Tétel jeldléseit hasznélva, az el6zd lemmabdl az
kovetkezik, hogy v(p) < /p.
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Ezutan Gallagher nagyobb szitajat alkalmazzuk. Ehhez legyen

B={p: pprim, p=1 (mod 4), 2 < p < c(logx)*},

ahol az alkalmazott ¢ konstans értékét késdbb rogzitjik. Egyeldre
elegendd feltenni, hogy ¢ > 1.

Gallagher nagyobb szitaja szerint:

logp — log x
=1 (mod 4), p<c(logx)?2
<? :
Al < > 10% — logx
p=1 (mod 4), p<c(logx)?2

Azaz a fels6 becslés bizonyitdsahoz az egyenldtlenség jobbol-
dalan all6 kifejezést kell becsiilnink. Ehhez bevezetjik a kévetkezd
jeldléseket:

def
m(y,4,1) = > 1

p=1 (mod 4), p<y
def
0(y,4,1) = > log p
p=1 (mod 4), p<y

pn(4,1) az n-edik legkisebb pozitiv prim, amely =1 (mod 4).

Szerencsékre, a fenti flggvényekre egyre pontosabb becslé-
seket adtak a matematikusok. Pl., Bennet, Martin, O’Bryan és
Rechnitzer eredménye [1] szerint:

(]
2logy

m(y,4,1) = (1 + o(1)) Id. ,Theorem 1.4” [1]-ben,
0(y,4,1) = (1 + 0(1))% Id. ,Corollary 1.7 [1]-ben,
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pn(4,1) = (14 o0(1))2nlogn Id. ,Theorem 1.5” [1]-ben.

A 6(y,4,1)-re vonatkozé eredménybdl kdvetkezik az alabbi:

Z logp — logx
p=1 (mod 4), p<c(logx)?2

= 0(c(log x)?,4,1) — log x
c
=(1+ o(l))i(log x)? — log x

— (14 o(l))%(log )2, (3.5)

A (3.4)-beli tért nevezdjének becslése mar bonyolultabb:

Z log p — logx

p=1 (mod 4), p<c(logx)?2 p

n(c(log @)?4,1)

Z log pn(4,1) _log®
—_ vV Pn(4,1)

n(c(log @)?,4,1)

Z log(2n log n)
— v2nlogn

= (1+0(1))

— logx
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m(c(log z)?,4,1)

= (1 1))— ———— —logx
Ato) s X =l
m(c(logx)?,4,1)
1 Viogn
=(14+o0(1)— Z 8% _ log x
V2 = N
1 7(c(log z)?,4,1) Viogn
= (14 o(1 —/ dn — log x
( ( ))\/5 n=1 vn

7(c(log x)?,4,1)
= (14 0(1))V2 \/nlogn} " — log x

=1+ o(l))ﬁ\/ﬁ(c(log x)%,4,1) log (w(c(log x)?,4,1)) — log x

B o c(log x)? 5 c(log x)? oo a
-0 (”)‘@\/ 106 (e(o 27 (3108 (cliog ) ~ 1%

= (1+ 0(1))\/_\/ c(log »)° 2loglogx — logx

4loglog x

= (1+o0(1))vclogz — logx

= (1+0(1))(vc—1)log .

Ezt az eredményt és (3.5)-t beirva (3.4)-be kapjuk, hogy:
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log x,

Al < (1 + 05—

ha ¢ > 1. Most mar rogzithetjik c értékét, legyen pl. ¢ = 4. Ekkor
|A| < 2.01log x,

ha x > x(, és ezzel a tételt igazoltuk.
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4. Diophantosz egy problémaja

Alexandriai Diophantosz, gorog matematikus észrevette, hogy az

1 33 17 105

160 Jar 4 és 16 racionalis szamok rendelkeznek a kbvetkezd tulaj-

donsaggal: barmely kettd szorzatahoz egyet adva mindig négyzet-
szamot kapunk.

Késdbb Fermat talalt 4 pozitiv egész szamot, a fenti tulajdonsag-
gal: {1,3,8,120}.

Phil Gibbs észrevette, hogy a kovetkezd6 6 raciona-

lis szdm is rendelkezik ugyanezzel a tuulajdonsaggal:
11 32 155 512 1235 180873 (ld [4])

1927 1927 27 % 277 48 * 16

2004-ben Andrej Dujella [3] bebizonyitotta a kovetkezot:

4.1 TETEL. (Dujella) Nem létezik 6 egész szam ugy, hogy barmely
ketté szorzatahoz egyet adva mindig négyzetszamot kapjunk.

Azonban ez az eredmeény tul mély ahhoz, hogy a jegyzet keretein
belll bizonyitsuk. Az érdekl6ddk Dujella honlapjan utananézhetnek:
link.
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Dujella eredményét egy tébb mint 40 oldalas cikkben javitotta
meg He, Togbé és Ziegler [6]. A kdvetkez6t bizonyitottak:

4.2 TETEL. (He-Togbé-Ziegler) Nem létezik 5 egész szam ugy,
hogy barmely ketté szorzatahoz egyet adva mindig négyzetszamot
kapjunk.

De ezt az eredményt hasznalva kénnyen igazolhat6 az alabbi:

4.3 TETEL. (Bugeaud, Gyarmati [2]) Legyen A pozitiv egészek
halmaza, melyre | A| > 5. Ekkor az

{(a,a’) : a,a’ € A, a > d’, aa’ + 1 négyzetszam}

halmaznak legfeljebb 2 | A|* darab eleme van.

Val6jaban 4.2-nél egy kicsit gyengébbet bizonyitottunk [2]-ben
(mivel akkor még He-Togbé-Ziegler nem bizonyitottak a 4.2 Tételt).

A 4.3 Tétel bizonyitasa. A bizonyitas Turan [8] jol ismert tételére
épul:

4.4 LEMMA. (Turan) Legyen G egy n szégpontu graf, melynek leg-

alabb
r— 2

2(r —1)
darab éle van, ahol r > 3. Ekkor G tartalmaz teljes r szdgpontu

2

részgrafot.

A 4.4 Lemma bizonyitasa. Turan Pal eredeti bizonyitasa [8]-ban
taldlhat6 magyar nyelven. Azéta a tételnek szamtalan bizonyitasat
fedezték fel, pl. [1] 6t kll6nb6zd bizonyitast ismertet.
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Térjunk vissza a 4.3 Tétel bizonyitasahoz.
Jeldlje aq, as, ..., a, az A halmaz elemeit.

Jeldlje a G gréaf szdégpontjait a1, as, ..., a, €s két szégpont ké-
z0tt, a; és a; k6z06tt pontosan akkor fut él, ha a;a; + 1 négyzetszam.

A 4.2 Tétel szerint, G nem tartalmaz Kj5-6t részgrafként.

A 4.4 Lemmabdl adédéan G-nek legfeliebb 3n? = 2|.A4|* éle
van. Ezzel a 4.3 Tételt igazoltuk.

Egy kicsit tdbbet is igazolhatunk, ha feltesszik, hogy az A hal-
maz elemei nem egy tul hosszu intervallumban fekszenek. Neveze-
tesen:

4.5 TETEL. (Gyarmati) Legyen A C {N,N +1,N +2,...,M}
pozitiv egészek egy halmaza, melyre N < M < /3N. Ekkor az

{(a,a’): a,a’ € A, a > d/, aa’ + 1 négyzetszam}

halmaznak legfeliebb 1 |.A|*/* + 1 | A| eleme van.

A 4.5 Tétel bizonyitasa. A G grafot ugyanugy definialjuk mint a 4.3
Tétel bizonyitasanal.

A kovetkezo6t bizonyitjuk:
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4.6 LEMMA. A G graf nem tartalmaz 4 hosszu kort.

A 4.6 Lemma bizonyitasa Tegyulk fel, hogy a graf tartalmaz egy 4
hosszu kort. Jelblje ennek a 4 hosszu kdrnek a legkisebb elemét
a = a;,. A korben a-nak két szomszédja van, a kisebbet jel6ljuk
b = a;,-vel, a nagyobbat ¢ = a;,-mal. A kér utols6 eleme d = a;,.

a d a=a,

b=g,
c=4,
b C d:a4

Tudjuk a < d (mivel a volt a legkisebb elem) és b < ¢ (mivel b
volt a kisebb a szomszédai kdzil). Ekkor:

(ac+1)(bd 4+ 1) < (ab+ 1)(cd 4+ 1), (4.1)

hiszen a zardjeleket felbontva azt kapjuk, hogy
abed 4+ ac+ bd +1 < abed + ab + ed + 1.
Ekvivalens atalakitasokat végezve:

ac + bd < ab + cd
0<ab+cd—ac — bd
0< (d—a)(c—0),

ahol az utolso allitas azeért igaz, merta < d és b < c. Azaz (4.1)
alapjan:

V(ac+1)(bd + 1) < /(ab+ 1)(cd + 1),

de vVac+ 1,v/bd + 1,v/ab+ 1 és v/ed + 1 egész szamok, hi-
szen a graf a; és a; szogpontja kozott pontosan akkor fut él, ha

a;a; + 1 négyzetszam.
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Vagyis \/(ac + 1)(bd + 1) és /(ab + 1)(cd + 1) olyan egész
szamok, ahol az els6 kisebb mint a masodik, igy

V(ac+1)(bd +1) +1 < /(ab + 1)(cd + 1).

Négyzetreemlve:

(ac+1)(bd +1) + 2v/(ac+ 1)(bd + 1) + 1 < (ab+ 1)(cd + 1)
abcd + ac +bd + 1+ 2v/(ac+ 1)(bd + 1) + 1 < abed + ab + cd + 1
ac+ bd + 1+ 2vVabed < ab + cd.

A szamtani-mértani kdzép kozotti egyenldtlenség szerint
ac + bd > 2v/abed > 2ab. igy

2ab + 2V abed < ab + ed
4ab < ab + cd
3ab < cd.

Mivel az A halmaz elemeire fenndll, hogy A C {N,N +
1,...,M},vagyis N < a,bésc,d < M < +/3N. Ekkor

3N? < 3ab < cd < 3N?,
ami ellentmondas. Ezzel a lemmat igazoltuk.

A fenti bizonyitas [5]-ban is megtalalhatd, ahol picit altalanosab-
ban mondtuk ki, négyzetszamok helyett k-adik hatvanyokra.

Ezutan a kdvetkezd lemmat hasznaljuk:

4.7 LEMMA. (Reiman [7]) Ha G = (V, E) egy olyan graf n sz4g-
ponton, amely nem tartalmaz 4 hosszu kért, akkor

|E|s§(1+\/m).
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Mivel a G graf nem tartalmaz Cjy-et, ezért a 4.6 Lemma szerint,
nincs tdbb éle van mint mint

ol
4

APP? A
(1+ %4|A|—3><| | Jr| |

2 4

Ezzel a 4.5 Tétel bizonyitasat befejeztik.
A teljesség kedvéért ismertetjik a 4.7 Lemma bizonyitasat is.

A 4.7 Lemma bizonyitasa. Legyen G = (V, E) egy C,-mentes
graf, ahol a szégpontok halmazat V- = vy, ..., v, jeldli, és a sz0g-
pontokhoz tartozé fokszamok pedig rendre dq, ds, . .., d,.

Jelblje S az 6sszes olyan (u, {v, w}) szamharmast, ahol u, v, w
a G szbgpontjai, v # w és u pedig szomszédos mind v-vel és w-vel
G-ben.

Az S halmaz elemszamat kétféle mddon is meghatarozzuk.

Azaz kétféle mddon is meghatarozzuk a ,cseresznyék” szamat
G-ben.

\' W

Minden u-ra, dsszesen () féleképpen valaszthatunk ki egy két-
elem( részhalmazt a szomszédai kbézll, ha u-nak d darab szom-
szédja van. Azaz, ha az 6sszes u-ra szummazunk, azt kapjuk, hogy

n

s=3(5)
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Mivel G nem tartalmaz Cj-et, tudjuk, hogy minden v, w szbégpont
parnak legfeljebb egy kdzbs szomszédja lehet. Azaz, ha minden
parra szummazunk, a kdvetkezot kapjuk:

5] < (Z)
>(3)=()

id? — idi <n(n-—1).
i=1 i=1

it S, d; = 2|E|, igy

Vagyis

amivel ekvivalens

id?—2|E| <n(n-1). (4.2)

=1
A szamtani-négyzetes kézép kdzbtti egyenldtlenség szerint:

n n 2
S 5 (S k)" 415F
=1

n n

Ezt (4.2)-be irva kapjuk, hogy

4|E?
B —2|E| <n(n—1)
2
—1
P - - <o

A masodfoku egyenldtlenséget megoldva, adédik E-re a kivant
becslés.
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5. Négyzetszam-mentes kulonbség halma-
zok

Eddig olyan A halmazokat tanulmanyoztunk, amelyekre az
A — Avagy az A + A, esetleg az A - A + 1 halmaz kizardlag,
csak négyzetszamokat tartalmazott. Itt A — A, A+ Aés A-A+1
a kdvetkez6 halmazokat jeldlte:

A—A={a—d: a>ad, a,ad € A},
A+ A={a+a: a>ad, aad € A},
A-A+1={ad’+1: a>d, a,a’ € A}.

Erdekes kérdéskort kapunk, ha megforditjuk a gondolatmenetiin-
ket, és azt kérdezzik mi mondhat6 akkor az A halmaz méretére, ha
pl. A — A sosem tartalmaz négyzetszamot.

llyenkor azt varnank, hogy nagyon nagy A halmazok is léteznek
a kivant tulajdonsaggal, de ez nincs igy.

Masrészrol, Ruzsa Imre [3] megadott egy Ugyes konstrukciét a
fenti tulajdonsaggal, viszonylag sok elemmel, megcafolva par sej-
tést. A kdvetkezokben az 6 eredményét ismertetjik, de csak a négy-
zetszamok esetében (Ruzsa altalaban k-adik hatvanyok esetében
vizsgalta a kérdést.)

De nézzlk eldszor is, hogy mi tértént a tertileten idérendben:
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Lovasz felvetette és Sarkdzy [4] bebizonyitotta, ha S a természe-
tes szamoknak egy pozitiv aszimptotikus slirliségl sorozata, akkor
szikségszeriien S — S tartalmaz négyzetszamot.

Jeldlje D(x) azon halmazok maximalis elemszamat, amelyek az
[1, x]-bdl valaszthatéak ki ugy, hogy egy kilénbség sem négyzet-
szam. Sarkdzy bebizonyitotta, hogy

D(x) = O(z(log x)~/3).

ltt nem ismertetjlk a bizonyitast, mivel az Hardy-Littlewood kérméd-
szert hasznal, amely nem tartozik a jegyzet téemai kézé.

A kdvetkezokben egy nagyon egyszer(l konstrukciot adunk meg
olyan S halmazra, amelyre S — S nem tartalmaz négyzetszamot.
R&gzitsiink egy p primszamot, amelyre @ < p < /x. Legyen

S = {p,2p,3p,...,p’}.
Ekkor
S —S={p,2p,3p,...,p° — p}.

Vagyis p | m, de p?> { m minden m € S — S, igy m nem lehet
négyzetszam.

S

€T

A fenti konstrukcio mutatja, hogy D(x) > 5

Erdds a kdvetkezd sejtést vetette fel:
D(z) = O(z'/*(log )")
fennall alkalmas k konstanssal.

Sarkdzy [5] megcafolta a sejtést, de még mindig azt gondolta,

hogy
D(x) = O(z/?%e).

Ezt a sejtést Ruzsa cafolta meg, bebizonyitva a kévetkezot:
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5.1 TETEL. D(x) > ", ahol

1 log 7
y=—-(1+ = 0.733077... .
2 log 65

Valbéjaban, Ruzsa kicsit tobbet igazolt. Nevezetesen, ha r(m) je-
16li azon mod m maradékosztalyok maximalis szamat, melyek
k6ézll nem vélaszthatd ki kettd, amely kilénbsége négyzetszam
mod m, akkor:

5.2 TETEL. Minden négyzetmentes m-re fennall
1
D(w) Z _w'y(m),

ahol

Eldszér az 5.2 Tételt igazoljuk.

5.2 Tétel bizonyitasa. Legyen R C [1,m] egy olyan halmaz,
amelynek nincs két eleme, melyek kilénbsége négyzetszam mo-
dulo m.

Legyen S azon természetes szamok halmaza, melyek felirhaté-
ak

n—1

S=ermj—|—1

7=0
alakban, ahol r; € R ha j paros és 0 < r; < m tetszbleges ha j
paratlan. Nyilvan

Sm") € |Sn{1,2,3,...,m"}

— () D2y (1)~ [(n-1) /2]

Legyen m™ < = < m"*!. Egyszer(i szamitasok mutatjak:
S(z) > S(m")
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— p(m) = )/2 (1)~ [(n-1)/2]

(L (n=1)/2)SEC 4n—1—[(n—1)/2]

logm

:m“’i;i;”)+n 14[(n—1)/2) (*Ec 1)

log r(m) n— 1 logr(m)
m logm +tn— 1+ logm )

log r(m) n 1, n—1logr(m)
= m logm t 2 logm

1 nt1 niilegr(m)
= —Mm 2 2 logm

—3

1, logr(m)
>~ pataiegm

_ 1 oam

m

3

Bebizonyitjuk, hogy S — S nem tartalmaz négyzetszamot. TegyUk
fel, hogy s — s’ = t?, ahol s, s’ € S. Legyen

n—1 n—1
s = E rim! +1, s = E 'r;.mj—l—l.
=0 i=0

Jelblje k azt a legkisebb k indexet, amelyre r;, # r;. Ekkor:
t? =5 — s = (rp — r,)mF + zm*t.

Ha k paratlan, akkor m* | t2, de m**! 1 t2, amely lehetetlen négy-
zetmentes m-re. Ha k paros, legyen k = 2¢£, és ekkor

(t/'me)2 =r, —r, (modm), aholr, r, € R,
ami ellentmondasban van R definiciojaval. Ezzel a tételt igazoltuk.
Az 5.1 Tétel kbnnyen levezethetd az 5.2 Tételbdl.

Az 5.1 Tétel bizonyitasa. Az 5.1 Tétel bizonyitasahoz csak annyi
szikséges, hogy
r(65) > 7.
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TekintsUk a

(0,0), (0,2), (1,8), (2,1), (2,3), (3,9), (4,7)

parokat, ahol a szamparok elsd tagja a modulo 5 maradékot jeldli,
mig a masodik a modulo 13-t. Kénny( latni, hogy ebben a halmaz-
ban két eleme kilénbsége mindig vagy kvadratikus nem-maradék
mod 5 vagy kvadratikus nem-maradék mod 13. Ezzel az allitast
igazoltuk.

A kdvetkezdkben mutatunk néhany javitast az eddigi eredménye-
ken.

Pintz, Steiger és Szemerédi [6] finomitott Sarkdzy érvelésén, be-
latva, hogy D(x) < z

(lOg CE)C loglogloglogx *

Bloom és Maynard [1] tovabb javitotta a becslést, nevezetesen

D(z) <

(lOg CU)CIOg loglogz®

Lewko [2] pedig Ruzsa alsé becslését javitotta:
D(z) > z°,

1 log12 __
ahol § = 3 + 235 = 0.733412 - - - .
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6. Sidon sorozatok

Még hallgatoként, Sidon Simon, 1932-ben egy kérdést tett fel Er-
dosnek. A kérdés Simon és Erdds témavezetdjének, Fejérnek (aki
maga is rendkivl kreativ volt) egy végtelen sorozatok 6sszegezés-
beli vizsgalataihoz kapcsolddott.

Sidon bizonyos Fourier sorok L,-beli normajanak vizsgalatakor
fogalmazta meg kérdését elemzésekor fogalmazta meg keérdését. A
probléma modern megfogalmazasa a kdvetkezo:

A szamelméletben Sidon sorozat (vagy Sidon halmaz) egy ter-
meészetes szamokbdl allé sorozat A = {ag, a;, as, ...} sorozat, ha
az 0sszes a; + a; 6sszeg kilénb6zo, ahol 7 < j.

Feladat. Mutassunk példakat Sidon sorozatokra

Példaul a kettdhatvanyok.

6.1 DEFINIic10. Jelélje S(IN') azon Sidon halmazok maximalis elem-

szamat, melynek elemei az {1, 2,3, ..., N} halmazbdl valoak:
S(N)= max |A| (6.1)
AC{1,2,..,.N}
A Sidon

Erdés azonnal észrevette, hogy a mohd algoritmussal bebizo-
nyithatd, hogy S(IN) > (2IN)'/3. Ezt az eredményt réviden bebizo-
nyitjuk, de elébb lassunk néhany felsd becslést.

A legegyszerlibb felsd becslés a kdvetkezd:

6.2 TETEL.
S(N) < 2v'N.
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A 6.2 Tétel bizonyitasa. Tekintslink egy
A={ai,as,...,as} C{1,2,...,N}.
Sidon sorozatot. Bebizonyitjuk, hogy
S = |A| < 2vN.

Ehhez tekintsik a szamegyenest, és rajta az 1,2,...,2N sza-
mokat.

l ; —>

1
I
1 2 3 - oN

Tegylnk egy X-et azon egész szamokra, amelyek felirhatéak
a + a’ alakban, ahol a,a’ € A. Ekkor az X-ek szama:

S
9 + S +—a; = a;,
T

(a,i,a,j) a; 75 a;.

Tudjuk, hogy minden 6sszeg kiilbnbdzo6 és

2<a+a <2N.

S
<2> + 85 < 2N,

S

(5+1) _
— 5 S

S? < S(S+1) < 4N,

S < 2v'N,

2N,

ami bizonyitja a tételt.
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Ez az eredmény kicsit javithatd, ha 6sszeg helyett kildnbségeket
veszunk.

/ /
ap +ap = ay + ax

T

/
aO_alzall_aO

igy az A halmaz akkor Sidon halmaz, ha minden a — a’ killdnbség
(ahol a,a’ € A, a # a’) kiildnbdzo.

TekintsUk megint a szamegyenest, és ezuttal rajta az
1,2,..., N — 1 egész szamokat.

1

—>

N -1

(SR

Tegylnk egy X-et azon egész szamokra, amelyek felirhatéak
a — a’ alakban, ahol a,a’ € A és a — a’ pozitiv.

Ekkor az X -ek szama (3).
Minden a — a’ kiildnbség kiilénb6zo és

1<a—ad <N -1,

()
< N —1,
2

S(S —1) < 2N — 2,

igy

2 _ g 1 T
S? S+ <2N— -,



1
S<\/§-\/N—|—§.

Még cselesebb 6tletekkel a tételben szerepld +/2 szorz6tdl is
megszabadulhatunk. A kdvetkezd trikkds bizonyitas Erddstol és
Turantél [5] szarmazik.

6.3 TETEL.
S(N) < VN + VN + 1.

A kévetkezd bizonyitas Erdds és Suranyi kbnyveébdl, Valogatott
Fejezetek a Szamelméletbdl [4] valé.

A 6.3 Tétel bizonyitasa.
A t természetes szam értékét késdbb rogzitjik.

A [0, N] intervallumot részintervallumokra osztjuk. Tekintsuk a
kdvetkezd N + t darab intervallumot:

[_t‘l‘190]a[_t+291]a”°9[N7N+t_1]'

Legyen A C {1,2,..., N} egy Sidon halmaz. Az A halmaz elemei
kézul rendre
Ala A29 s AN+t

darab esik a fenti intervallumokba.

Az intervallumok kéz6tt atfedés is van, és kdnnyd latni, hogy A
minden eleme ¢ darab egymast kdvetd intervallumban szerepel. igy

Z Az = ts.
=1

A kovetkezokben azt szamoljuk ki, hogy egy (a;, a;) par (i > j
esetén) dsszesen hany darab intervallumba esik bele.
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Legyen ezek dsszesitett szama D.

Egyrészrdl vilagos hogy

n—+t Az _1n—|—t \ 1n+t
D:;<2> =32 A5 A

Masrészt, ha egy szampar kulonbsége d, akkor az pont t — d
darab intervallumba esik bele.

Mivel minden kilonbség legfeljebb egyszer szerepel, minden d
differencidhoz maximum egy szampar tartozik, amelyek kilénbsége
d. Ez a szampar 6sszesen t — d intervallumba esik bele, igy

t(t — 1)

t—1
D < t—d) =
<Se-a="

A D-re vonatkozo két becslést 6sszevetve adodik, hogy

n—+t n—+t

d AT A <t(t—1).
1=1 1=1

Lattuk, hogy a masodik szumma &sszege éppen ts.

A szamtani-négyzetes kdzép kdzti egyenldtlenséget alkalmazva
kapjuk, hogy:

2
n-+t A2 S (Z?:lt Az> B t282
; b= n+t - n—}—t.

Ezeket a becsléseket az egyenlétlenségbe irva, majd rendezve,
és végll (n + t)/t>-tel szorozva kapjuk, hogy

82—s<%+1>—<%+1>(t—1)§0.
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A masodfoku egyenldtlenséget s-re megoldva adddik, hogy

<n+1+ +t+n2 n 3
s < — 4 — n SR ———
- 2t 2 4t2 2t 4

Ezutan (hogy minél élesebb becslést kapjunk) rdgzitsik t =
{\/“ n3] + 1-nek. Ekkor a becslésben az els6é tag nem nagyobb mint
+/n, mig az utolsé tag kisebb mint /n + ¢/n + 3.

Ezzel a kivant egyenldtlenséget bebizonyitottuk.

Balogh, Firedi és Roy [2] kicsit javitott az eredményen, de csak
0.2%-kal:
S(N) < VN + 0.998 N4,

A kdvetkezdkben als6 becsléseket adunk S(IV)-re.

El6sz6r Erdds alsé becslését igazoljuk, mely a mohé algoritmus-
ra épult.

6.4 TETEL. Minden N -re létezik egy A C {1,2,..., N} Sidon hal-
maz, melyre |.A| > [(2IN)/3].

A 6.4 Tétel bizonyitasa. Elegend6 a kdvetkez6t megmutatni: ha
{al,az,...,at} g {1,2,...,N}

egy Sidon halmaz, melynek elemszama t, ahol t < (2IN)'/3 — 1,
akkor létezik egy b egész szam, amelyre

1 S b S N és b € {al, agy ..., Cl,t}, (62)

tovabba
{afla a2y ..., a't} U {b}
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Sidon halmaz. Egy b szamot ,rossznak” hivunk, ha
{a1,a2,...,a;} U {b} nem Sidon halmaz, és ,jénak” hivunk,
ha {a1,as,...,a;:} U {b} Sidon halmaz.

A bizonyitas befejezéséhez elegendd annyit belatni, hogy ha
t < (2N)Y/3 — 1 fenndll, akkor létezik j6 b elem, s amelyre (6.2)
is teljesdl.

Elészér szamoljuk 6ssze a rossz b-k darabszamat. Mivel
{a1,as,...,a;:} Sidon halmaz, ha brossz (azaz {ay,az,...,a;} U
{b} nem Sidon halmaz), akkor létezik a;, a;, a), elemek, melyekre

a; + a; = ag + b (63)
vagy létezik a,, a,,, melyekre
a, +a, =b-+0b. (6.4)

igy azon rossz b-k szama, amelyekre (6.3) fennall

() )en =072

Mig azon rossz b-k szama, amelyekre (6.4) fennall

£ ()52

t(t2—1) t(t—1) __ t(t—1)(t+3)
2 + - 2 .

igy a rossz b-k dsszesitett szama < 5

Végul azon b-k szama, melyre b € {aq, a»,...,a;} teljesil t. Ha
t(t—1)(t+ 3
( ;( ) +t < N,

akkor létezik j6 b, melyre (6.2) fennall. Amennyibent < (2N)'/3—1
ez nyilvanvaldan teljesul:
t(t—1)(t+3 t+1)3
(t-1)+3) ()
2 2
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amivel az allitast igazoltuk.

A kovetkezokben mutatunk néhany trikkds konstrukciot Sidon
sorozatokra.

El6sz6r Erdésnek és Turan [5] egy konstrukciéjanak kissé médo-
sitott valtozatat ismertetjuk.

6.5 TETEL. Létezik A C {1,2,..., N} Sidon halmaz, melyre

N
as YN

A 6.5 Tétel bizonyitasa. Tegyik fel, hogy N > 16.

Csebisev tétele szerint minden n > 2 esetén létezik primszam
n és 2n kozo6tt. (Errdl a tételrdl bdvebben olvashatunk a kapcsolo-
d6é Wikipédia oldalon: link. A tételre Erdds Pal is adott egy elemi
bizonyitast, Id. pl. itt link.)

Csebisev tételét alkalmazva megkapjuk, hogy létezik p prim-
szam, amelyre

v N
T<p<vN.

Mivel N > 16, ez a primszam paratlan. Jelélje r,(x) az « egész
szam legkisebb nemnegativ maradékat modulo p. Azaz

x=rp(x) (modp) és0 < ry(x) <p—1.

Definidljuk az .4 halmazt az

def

1
A:{a:a:a}—l—prp(a;z),OSwSP }

2

képlettel. Bebizonyitjuk, hogy ez a halmaz Sidon halmaz.
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Vilagos, hogy A tartalmaz p—‘ZH darab kilénb6z6 elemet, mi-

vel kilénbdz6 x-ekre az « + pr,(x?)-nek mas-mas maradéka van
modulo p.

Ezutan bebizonyitjuk, hogy .A Sidon halmaz. Tegyuk fel, hogy

ai + az = by + by, (6.9)

ahol aq,a2,b;,by € A. Ekkor létezik 0 < T1, T2, Y1, Y2 < p_gl

melyekre
a; = x; + p’rp(:vf)
az; = Tz + P"“p(mg)
by = y1 + prp(y?)
by = y2 + pryp(y3).

Ekkor (6.5) alapjan

z1 + @2+ p (rp(a]) + rp(23)) = y1 +y2 +p (rp(yi) +7u(y3)) -

(6.6)
gy
1 +x2=y1 +y2 (mod p).
Mivel 0 S T+ T2, Y1 + Y2 S p—1, tUdek, hogy
T+ T2 = Y1 + y2. (6.7)
Ekkor (6.6) és (6.7) miatt
Tp(wi) + Tp(wg) = 7°1D(y:%) + Tp(yﬁ)
azf + azg = yf + yg (mod p). (6.8)

Ekkor (6.7)-t Négyzetreemlve, és abbdl (6.8)-t kivonva kapjuk, hogy

21Ty = 2y1y2  (mod p)
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1Tz = Y1y2 (mod p) (6.9)

A gyodkok és egyltthatok kozotti 6sszefliggés alapjan, (6.7)-bdl és
(6.9)-bdl adédban kapjuk, hogy 1, x5 €s y;, y2 ugyanannak a ma-
sodfoku egyenletnek a gyokei.

A fokszam tétel miatt minden masodfoku kongruencianak legfel-
jebb két gydke van, igy

{z1, 22} = {y1,y2},

azaz
{a1, az} = {bla b2}-

Tehat A olyan Sidon halmaz, melyre | A| > YN &5 ezzel a bizonyi-
tast befejeztik.

A kovetkezo triikkds bizonyitas Ruzsatol szarmazik [3], aki eltiin-
tette az i-es szorz6t az eldzo tételben. Eldszor a kdvetkez6t igazol-
juk:

6.6 TETEL. Legyen p egy paratlan primszam. Ekkor létezik p — 1
darab a; egész szam, amelyre az a; — a; kilénbségek (ahol i # j)
inkongruensek modulo p? — p.

A 6.6 Tétel bizonyitasa. Legyen g egy primitiv gyék modulo p, és
legyenek a;-k a modulo p? — p egyértelmiien meghatarozott megol-
dasai a

¢ (modp-—1),

8
Il

7

xr =g (mod p).
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szimultan kongruencia-rendszernek (a kinai maradéktétel miatt tud-
juk, hogy ilyen megoldas létezik és egyértelmi). Azt kell megmutat-
nunk, hogy az

a; —a; =a, —a, (mod p*®— p),
kongruencianak, vagy evvel ekvivalensen az
a; +a, =a,+a; (modp®— p),

kongruencianak csak trivialis megoldasai vannak. Mas szo6val min-
den c-re legfeljebb egy olyan 2, 5 par Iétezik, hogy

c=a;+a; (mod p®— p).
Az a;-k definicidja alapjan, ez ekvivalens a

c=t1+j5 (modp—1),
c=g'+g’ (mod p).

szimultdn kongruencia-rendszerrel Az elsd kongruencia ekvivalens
a kdvetkezovel:

9°=g'¢’ (mod p).
Ekkor a gy6kok és egyutthatok kozotti 6sszefliggés szerint a g° és g’

modulo p maradékosztalyok egyértelmien meghatarozottak, mivel
mindketten megoldasai az

x> —cx+g°=0 (mod p).

masodfoku kongruencianak. A fokszam tétel miatt a masodfoku
kongruencianak legfeljebb 2 gydke van, igy a gydkok valdéban egy-
értelmlien meghatarozottak. Azaz ¢ és j is egyértelmiien meghatéa-
rozott.
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A fenti médon megkonstrudlt a;-k valdban Sidon halmazt alkot-
nak Zy_p-ben. Ezzel a tétel allitasat belattuk.

Nyilvanvalé, hogy ha egy mod p? — p Sidon halmaz elemeihez
hozzarendeljik a vele kongruens legkisebb pozitiv egészet, akkor
Sidon halmazt kapunk {1, 2, ..., p> — p}-ben.

igy ha tdrténetesen N egy p? — p alaky szam (ahol p prim),
akkor

S(N)2p—1:%(d4N—|—1—|—1)—1>\/ﬁ—1.

Tetszbleges IN-re olyan p primet valasztunk, amelyre p? — p ko-
zel van N-hez.

Van egy hires sejtés, miszerint minden pozitiv 6-ra n és n + n’
kdzé esik prim, feltéve, hogy n elegendden nagy. A sejtés bizonyi-
tasa reménytelennek tlnik.

De ha az 6sszes pozitiv §-ra nem is, de par kicsi konkrét §-ra
azért sikerllt igazolni a sejtést.

Azon -k értéke melyre igazolt a sejtés, egyre jobbak, egyre ki-
sebbek. Jelenleg a legélesebb eredmény Bakertdl, Harmantdl és
Pintztdl [1] szarmazik, nevezetesen § = 0.525.

igy tudunk p primet valasztani v/ N — N%2625 g5 /N kdz6tt, és
ekkor

S(N)>S(p*—p) >p—1> VN — O(N"*%),

Sidon sorozatokrél Erdds szamtalan sejtést fogalmazott meg,
ezekrdl bdvebben pl. itt olvashatunk: link. Sajnos, ma mar (leg-
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jobb tudomasom szerint) nem jar pénzjutalom a problémak megfej-
tésért...
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7. Cauchy-Davenport tétel

A csoportelmélet egyik alapvetd kérdése, hogy milyen alsé becs-
léseket adhatunk részhalmazok 6sszegeére, | A + B|-re | A| és |B]|
fUggvényében. Véges csoportok esetén ilyen jellegl egyszeri tétel
a kbvetkezo:

7.1 TETEL. Ha G egy véges Abel csoport, A, B nem (res részhal-
mazai G-nek, ahol
Al + B8] > |61,

akkor
A+ B=4dg.

A 7.1 Tétel bizonyitasa. Legyen g € G tetszbleges. Bebizonyit-
juk, hogy g felirhaté g = a + b alakban, ahola € A, b € B. A
bizonyitashoz tekintsik a

g—B={g—b:bec B}
halmazt. Mivel |g — B| = |B]|, igy
Al + |g — B| > |g],

amelybdl adéddéan A N (g — B) # 0. Azaz ekkor létezik a € A és
b e Bmelyekrea =g —b— g =a +b.

Az elsb ismert eredmény az additiv csoportelméletbdl a hires
Cauchy-Davenport tétel, mely a fejeztlink témaja lesz.

A tételt Cauchy [1] fedezte fel 1813-ban, majd Davenport [3] (nem
ismerve Cauchy eredményét) Ujra felfedezte 1935-ben. (Id. még pl.

[4]).
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A tétel also becslést ad | A + B|-re | A| és |B| fuggvényében, ha
A és B a Z, halmaznak nem uUres részhalmazai, ahol p prim.

7.2 TETEL. (Cauchy-Davenport) Legyen p prim és A,B C Z,
nem (dres részhalmazok. Ekkor

A+ B| > min{p, |A| + |B| — 1}.

A 7.2 Tétel bizonyitasa. A kdvetkez6 lemmat hasznaljuk:
7.3 LEMMA. Legyen A C Z,, d € Zy, d # 0. Ha
A+dC A,
akkor
A = 7Zp.

A 7.3 Lemma bizonyitasa. Ha A + d C A, akkora € A —
a + d € A. Ezt az 4llitast tdbbszdr alkalmazva kapjuk

a,a+d,a+2d,...,a+ (p—1)d € A. (7.1)

De a,a + d,a + 2d,...,a + (p — 1)d egy teljes maradékrend-
szert alkot modulo p, mivel a fenti halmaznak p darab eleme van, és
barmely két elem inkongruens modulo p. Valéban, ha

a+id=a+jd (mod p)
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egy 0 < 1,5 < p — 1 parra, akkor
td=jd (modp) /:d
t=j (mod p)
i = j.
igy (7.1) alapjan
Z, C A.

Mivel A C Z, szintén fennall:

A =17,

7.4 LEMMA. Legyen A C Z,, x,y € Zy,, x # y. Ekkor ha
akkor

A= 7,

A 7.4 Lemma bizonyitasa. Ha A + « C A + y, akkor
A+ (z—y) CA
Legyen x — y = d, ekkor
A+4+dC A
A 7.3 Lemma alapjan A = Z,.

Feladat
Bizonyitsuk be a Cauchy—Davenport tételt ha |B| = 1 vagy
|IB| = 2.
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Megoldas
Legyen

A={aj,az,...;an},

B = {/819/823"'9/37%}

Ha n = 1, akkor

A+ B|=|A+ B =|Al=m
= m+1—1=m+n—1.

igy n = 1 esetén belattuk a tétel allitasat.

Kévetkezbleg azt az esetet tanulmanyozzuk, amikor n = 2.
Legyen B = {81,062} jeldlje d a két elem kilénbségét, azaz
d = B2 — .

B1#Z B2 (mod p) = (d,p) =1.
Két esetet kllénbdztetlink meg.
l. Eset: A+ d C A.
Ekkor 7.3 Lemma alapjan A = Z,, igy A + B = Z,, azaz
A+ B| = |Zy| = p > min{p, | 4| + |B| — 1},
vagyis az |. Esetben fennall a tétel allitasa.
Il. Eset: A+ d Z A.

Ekkor 3 o € A, amelyre a + d € A.
Feltehetjiik, hogy a = a. gy

al—i—dQA,
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a4+ 62— 061 € A,
ay + B2 — B1 # a; ahol 1 < < m,
a1—|—627éai—|—61 ahol 1§z§m,

Ekkor:

{ai + B2} N{a; + B1, 1 < i <m} =0,
A+B|>21+m=m+2—-—1=m+n—1.

Ezzel bebizonyitottuk a Cauchy-Davenport tételt n = 1-re és n = 2-
re.

Amikor |A| = pvagy |B| = p (azaz A = Z, vagy B = Z,)
akkor a tétel trivialis.

Ezutan bebizonyitjuk a Cauchy-Davenport tételt teljes altalanos-
sagaban n-re vonatkozo teljes indukcioval.

Az n = 1 és n = 2 esetben mar lattuk a bizonyitast.

Az indukcios feltevés szerint, feltehetjik, hogy a tételt mar bizo-
nyitottuk minden olyan A’ és B’ halmazparra, ahol

1 < |B| < m,

és ebbdl kdvetkezdleg beszeretnék latni egy olyan A, B C Z, hal-
mazparra, ahol |B| = n < p és | A| < p. (Ez az indukcids |épés.)

El6szor tekintslik a kdvetkezd specidlis esetet:
|. Eset: Amikor A N B nem Ures, valédi részhalmaza B-nek.
Legyen

A E AuUB,
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B X ANB.
Ekkor B’ valodi nem Ures részhalmaza B-nek, igy
1< |B| < |B| =n.
Az indukcids felteveés szerint:
| A" + B'| > min{p, |A"| + |B'| — 1}, (7.2)

A kdvetkezot tetszoleges A és B halmazokra tudjuk:

_ B
p | Al + [B] = AU B| + | AN B|
= |A| +|B'l.
Masrészt, be fogjuk latni, hogy
A +B C A+ B. (7.3)

Valbban, tegyik fel, hogy x € A’ = AUBésy € B = AN B.
Bebizonyitjuk, hogy  + y € A + B.

Haxz € Aakkory € Bmiattx +y € A + B. Ha x € B akkor
y € Amiatt x + y € A + B. igy belattuk (7.3)-t.

Ekkor (7.2) és (7.3) alapjan kapjuk, hogy

A+ B| > | A"+ B'| > min{p, |A’| + |B’| — 1}
= min{p, |A| + |B| — 1}.

Ezzel az |. Esetben belattuk a Cauchy—Davenport tétel allitasat.

Az altalanos esetet (vagyis, ha AN B nem szikségszerien Ures,
valédi részhalmaza B-nek) a kévetkezdkben fogjuk tanulmanyozni.
Ekkor a kbvetkez6t allitjuk:
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7.5 LEMMA. Amennyiben | A| < p, létezik egy c € Z, elem, amely-
re BN (A + ¢) nem dres valodi részhalmaza B-nek.

A 7.5 Lemma bizonyitasa. Legyen

A: {al,a2,...,am},

B = {/61’/6% oo ’IB’I’L}

Ha c-t 3, — o alakban keressik, akkor BN (A +c¢) = BN (A+
B; — a;) nem Ures halmaz, mivel

B;ieEB és Bi=oa;+06 —aj € A+ (B — aj).

Eloszor két elemet rogzitiink B-ben: Bi-t és G;-t, ahol B, # 3.
Feltehetjuk, hogy

mivel ktlénben a 7.3 Lemma miatt A = Z,,, és akkor a tétel trivilis.
Legyen a; olyan, hogy a; + (8Br — Bi) & A. Ekkor

Br & A+ Bi — oy,
Br &€ BN (A4 B; — o).

Azaz BN (A + B; — a;) # B és nem lres halmaz (mivel 3; €
BN (A+ B; — «;)), igy valodi részhalmaza B-nek. Ezzel a lemma
allitasat igazoltuk.

Ezutan visszatériink a Cauchy-Davenport tétel bizonyitasahoz.
Rogzitlink egy ¢ € Z, elemet, melyre a 7.5 Lemma fennall. A mar
igazolt |. Eset miatt az .A + ¢ és B halmazokra alkalmazhatjuk a
Cauchy-Davenport tételt. Ekkor:

A+ B| = |(A+c)+ B
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> min{p, |A + | + |B| — 1}
— min{p, |A| + |B| — 1}.

A kbvetkezdkben a Cauchy-Davenport tétel néhany altalanosita-
sat mutatjuk meg, immar bizonyitas nélkdl.
Az elso tétel Chowla-tél [2] szarmazik (Id. még [6], [7]) és a
Cauchy-Davenport tételt altalanositja 6sszetett modulusra.
7.6 TETEL. (Chowla) Legyen A, B C 7Z, nem ures halmazok. Ha
0 € Bés(b,n) =1mindenb € B\ {0}-re, akkor
A + B| > min{n, |A] + |B| — 1}.

Pillai [8] az 6sszetett modulusok esetén tovabbi altalanositast ta-
|alt:

7.7 TETEL. (Pillai) Legyen A,B C Z, nem ires halmazok. Irjuk
B ={B1,...,8mn} alakba, és legyen

d = max(n, B; — 3;)-
1#£]
Ekkor
A+ B] zmin{g, A + 8] —1}.

Kneser tétele [5], mely a Cauchy-Davenport tételt végtelen cso-
portokra altalanositja, ma mar klasszikus. Itt szikségunk van egy U;
fogalomra, a stabilizatorra, melyet C C G esetén (ahol G egy Abel
csoport, C pedig G tetszdleges részhalmaza) a

stab(C) ={g € G, g+ C =C}.

képlettel adunk meg.
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7.8 TETEL. (Kneser) Legyen G egy Abel csoport (altaldban végte-
len), A, B C G véges nem lres részhalmazok. Ekkor, ha

H=stab(A+B)={g€g, g+ (A+B) = A+ B},

ugy
A+ B| > | A+ H|+ |B+ H| — |H|.
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8. A Kombinatorikus Nullstellensatz

Ez a fejezet Alontdl [1] szarmazd Kombinatorikus Nullstellensatz-
t targyalja, illetve annak egy Ggyes alkalmazasat, mely kissé altala-
nositja a Cauchy-Davenport tételt.

8.1 TETEL. (Kombinatorikus Nullstellensatz) Legyen F egy tet-
szbleges test és P(xy,...,x,) egy tdbbvaltozés polinom
Flx1,...,xzy,]-ben. Tegylk fel, hogy P fokszamadeg P = ., ki,
ahol k; nemnegativ egész szamok, és az x§'x5* . .. xk» tag egyiitt-
hatéja P-ben nem nulla. Ekkor F tetszbleges A,,..., A, rész-
halmazaira, ahol |A;| > k; +1 mindeni = 1,2,...,n, létezik

a, € Ay,...,a, € A,, melyekre P(ay,...,a,) # 0.

A kbvetkezd rovid bizonyitas Michalek [6] cikkére alapozodik.

A 8.1 Tétel bizonyitasa. A bizonyitas P fokszama szerinti teljes
indukcidéval térténik. Ha deg P = 1, a tétel trivialis.

Ezutan feltesszik, hogy deg P = n > 1, és a tételt mar bebi-
zonyitottuk minden n-nél kisebb foku polinom esetében. Be akarjuk
bizonyitani az allitast P-re is. Innen indirekten folytatjuk a bizonyi-
tast.

Tegylk fel, hogy deg P > 1 és P eleget tesz a tétel feltételeinek,
de a tétel allitdsa hamis, azaz, P(x) = Omindenx € A;X---X A,,.

Az altalanossag elvesztése nélkil feltehetjik, hogy k; > 0. Rég-
zitslnk egy a € A;-t és legyen

P=(x;—a)Q+ R, (8.1)
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ahol a polinomokra vonatkoz6 maradékos osztassal elosztottuk P-t

x, — a-val.

A (8.1) egyenlet egy formalis azonossag a polinomok gyarijé-
ben, ahol a valtoz6 x; az egyitthatok pedig F'[xa, . .., x,]| gylribdl
valoak.

Mivel az R polinom fokszama az x; valtozéban szigoruan kisebb
mint deg(x; — a), az R polinom egyaltalan nem tartalmaz «x;-et.

A tétel feltétele szerint P polinomnak van egy olyan

xfizh2 ...k tagja, amely maximalis fokszaml és nem nulla
1 2 n

egyUtthatés. Ebbdl adéddan @ polinomban is van egy maxima-
lis fokszaml és nem nulla egy(tthatos a}* ‘x5 . .. 2% tag, ahol
degQ =>"  ki—1=degP — 1.

Tekintslnk egy tetszbleges « € {a} X Ay X -+ - X A,, elemet és
helyettesitsik be (8.1)-be.

Mivel P(x) = 0 tudjuk, hogy R(x) = O.

De R nem tartalmaz x; tagot, ezért azt kapjuk, hogy R eltlinik
az (A1 \ {a}) x As x --- X A,, halmazon.

Ezutan irjunk « € (A7 \ {a}) X Ay X --- X A,, elemet (8.1)-be.
Mivel ;1 — a nem nulla, ezért Q(x) = 0.

Vagyis Q eltlinik a (A;\{a}) X Az X - -- X A,, halmazon, amely
ellentmond az indukcios feltevésnek.

Erdds és Heilbronn [4] a kbvetkezOt sejtette 1964-ben.

8.2 SEJTES. (Erdos-Heilbronn) Ha p primszam, és A nem (res
reszhalmaz 7.,-nek, akkor

{a+a': a,a’ € A, a#a'}| > min{p, 2|A4| — 3}.
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Dias Da Silva és Hamidoune [3] linearis algebrat és szimmetrikus
csoportokra vonatkozé reprezentacié elméleti eszkdzdket hasznalva
igazolta a tételt.

Alon, Nathanson és Ruzsa [2] leegyszerUsitette a bizonyitast a
Kombinatorikus Nullstellensatz-t hasznalva.

Az eredménylk két darab halmazra megfogalmazva a kévetkezd
volt:
8.3 TETEL. Legyen p primszam, A és B nem (res részhalmazai
Zp-nek. Ekkor ha | A| # |B|, akkor

{a+b: ac A bec B, a#b}| >min{p, |A| + |B|—2}.

Amennyiben nem tesszik fel az |A| # |B] feltételt, az el6zd
tételnek azonnali kdvetkezménye az alabbi:

8.4 TETEL. Legyen p primszam, A és B nem (res részhalmazai
Zyp-nek. Ekkor
{a+b: ac A bec B, a#b}| >min{p, |A| + |B|—3}.
Ez az eredmény kicsit (de csak nagyon kicsit) gyengébb mint az

el6z0 tétel. Karolyi Gyula [5] pontosan meg tudta hatarozni azokat a
halmazokat, melyekre csak a fenti gyengébb becslés all fenn.

8.5 TETEL. Legyen p primszam, A és B két nem-lires részhalmaza
Zp-nek. Ekkor
{a+b: a€ A, be B, a # b} > min{p, |A| + |B| — 2},

kivéve, ha A = B és a kévetkezo feltételek kéziil egy fennall:
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(i) [A| =2 vagy |A| = 3;

(ii) |[A| =4ésA={a,a+d,c,c+d};

(iii) |LA| > 5 és A egy szamtani sorozat.

Michalek [6] cikke alapjan, mi csak a 8.4 Tételt igazoljuk itt.

A 8.4 Tétel bizonyitasa. Legyen
C={a+b: ac A bec B, a#b}.
Azt szeretnénk bizonyitani, hogy
|C| > min{p, |A| + [B] — 3}.
Ha p = 2 a tétel trivialis. TegyUk fel, hogy p > 2.

Ha min{p, |A| + |B| — 3} = p, akkor az A és g — B halma-
zoknak legalabb két kilonbdz6 kézds eleme van tetszdleges g € 7Z,,
eseten.

igy, ha a kiildnbdzik 5-10l, akkor g = a + b valamilyen b € B-re,
ahol b kilénbozik a-tol.

Ezzel belattuk g € C, és igy C = Z,,.
Tegyuk fel, hogy | A| + |B| — 3 < p és a tétel allitdsa nem igaz.

Ebben az esetben létezik egy D halmaz, melyre C C D és
Dl = [ Al + [B] — 4.

Definialunk két kilénbdz6 polinomot:

Pz,y)=|[@+y—d) é Qz,y) = P(z,y)(= — y).

deD
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Vilagos, hogy P(a,b) = 0 mindena € A, b € B,a # b
esetén, igy Q(a,b) = 0 minden a € A, b € B esetén.

Hai + j = |D|, akkor 2y tag egyitthatéja P(z,y)-ben (7).

Ebbdl kdvetkezdleg, ha i+j = |D|+1, akkor az x'y’ tag egytt-
hatéja Q(z,y)-ban (7)) — (7)) = - 2L (i — (ID| — i 4 1)).

i A([DI—i+1)!

|D[+1

Ez az egyitthatd akkor és csak akkor 0 (Z,-ben), ha i = =

Mivel |D|+1 = | A|+|B|—3, igy az /A1y !Bl=2 ég glAI=24IBl-1
tagok kdzll valamelyik egyUtthatdja nem nulla.

A 8.1 Tételtésadeg Q = | A|+ |B| — 3 6sszefliggest hasznélva
ellentmondasra jutunk.
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9. Erdos-Ginzburg-Ziv Tétel

Az Erdds-Ginzburg-Ziv tétel j6l szemlélteti a Cauchy-Davenport-
tétel alkalmazhatésagat, amelyet szerzdi (Erdds, Ginzburg és Ziv)
1961-ben dolgoztak ki [1]. A kdvetkezdkben [1] és a kapcsélodd
Wikipédia oldal [2] alapjan ismertetjlik a tétel bizonyitasat.

9.1 TETEL. (Erd6s—Ginzburg-Ziv) Tetszélegesen megadott 2m — 1
darab egész szam kézul mindig kivalaszthatd m darab, amelyek
6sszege oszthato m-mel.

A 9.1 Tétel bizonyitasa. El6sz6r a tételt csak primekre igazoljuk.

Legyen p primszdm, és jeldljok az adott egészeket
A1,092y ..., a2p_1-gye|. FeltehetJUk, hogy

0<ar<a<...< az1<p.
Ha a; = aiy,—1 valamilyen 1 < ¢ < p — 1-re, ekkor
ai+aiy1+ ...+ ai1p-1 =pa;, =0 (Zy-ben),

amibdl a kivant eredmény kdvetkezik. Kilénben meg, definialjuk az
A; kételemU halmazokat

Ai — {a’ia ai—i—p—l}
képlettel. A Cauchy-Davenport tétel ismételt alkalmazaséaval
{A1+As+.. .+ Ap_1} > min{p, |A:1]+.. . +|Ap_1|—(p—2)} = p.

Azaz azt kaptuk, hogy minden mod p maradékosztaly felirhatd
p — 1 darab elem 6sszegeként, ahol az elemek a a1, az,...,as,_2
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halmazbdl valdak. Specialisan —a,,_ is felirhatd, amely egyenletet
rendezve, megkapjuk a tétel allitasat.

A j6vbben az Erdds-Ginzburg-Ziv tételt EGZT-nek réviditjik.

9.2 LEMMA. Az EGZT primekre igaz.

Ezt az allitast most lattuk be.

9.3 LEMMA. Ha az EGZT igaz az m €s n természetes szamokra,
akkor mn-re is igaz.

A 9.3 Lemma bizonyitasa. El6sz6r k-ra vonatkozd teljes indukcié-
val belatjuk, hogy k - m + m — 1 darab egész kozul mindig kiva-
laszthatd a1, as, . . ., ar, €gészek, melyekre 0 < 7 < k — 1 esetén

Aim+1 T Qim42 + « o« + AG+1)m (9.1)
oszthaté m-mel.

igy k = 1 esetén az allitas egyszeriien az EGZT az m modulus-
ra, amelynek igazsaga a 9.3 Lemma feltételei kdzo6tt szerepel.

Ezutan tegylk fel, hogy az éllitast igazoltuk k& - m + (m — 1)
darab egészre és beszeretnénk bizonyitani £ - m + (2m — 1) =
(k + 1)m + m — 1 darab egészre.

Az indukcios feltevés szerint l1éteznek a4, as, . . ., ar, €gészek,
melyekre

Aim+1 T Aim42 + « o« + AG+1)m
oszthaté m-mel,ha 0 < i < k — 1.
Egy révid iddre téréljik ki a halmazunkbdl az a1, as, ..., akm
egeészeket.
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Ekkor csak 2m — 1 darab egész marad, amelyek kézul kivalaszt-
hatunk m darabot, ugy hogy az 6sszeglik oszthatd m-mel. Jeldljik
ezeket a szamokat

Akmt1s Qkmt2s « « « s Akemtm-MeEl.
(Ez az EGZT az m modulusra.) Igy belattuk (9.1)-t.
Ezutan (9.1)-t hasznédljuk £k = 2n — 1-re, és azt kapjuk, hogy
Cn—1m+m—1=2nm—1

darab egész koézbétt letezik (2n — 1)m darab, nevezetesen

A1, Q2. .. 02n—1)m, Melyekre
a'?,'m, azm ¢ o0 a 1 m
b, det +1+ 42+ oo+ Qg1 9.2)
m
mindig egész szam, ha 0 < ¢ < 2n — 2.
Ha az EGZT hasznéljuk az n modulusra és a by, by,...,bs,_2

egész szamokra, azt kapjuk, hogy a b; egész szamok kdzo6tt van n
darab, melyek ésszege oszthatd n-nel.

Tekintsik most azokat az a;-ket, melyek 6sszege meghatarozta
a fenti n darab kivalasztott b;-t (9.2)-ben. Ezekbdl az a;-kbdl 6ssze-
sen nm darab van, és az 6sszeguk oszthatdé nm-mel. Ezzel a tétel
allitasat belattuk.
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10. Szinezéses és siiriiségi tételek alkalma-
zasokkal

Van der Waerden [12] mindGssze 24 éves volt, amikor bebizo-
nyitotta nevezetes tételét (mely eredetileg Baudet egy sejtése volt),
megalkotva ezaltal a kombinatorika és a szamelmélet egy kdzos te-
ruletét.

10.1 TETEL. (van der Waerden) Minden pozitiv egész r és k
szamra létezik egy N pozitiv egész, hogy haaz 1,2, ..., N szamo-
kat r darab szinnel szinezzlk, akkor mindig lesz egyszini (mono-
kromatikus) k-tagu szamtani sorozat. A legkisebb ilyen N -et ezentul
van der Waerden szamnak nevezzik, és W (r, k)-val jeldljuk.

Példaul, ha » = 2, akkor két szinlink van, mondjuk piros és kék.
Ekkor W (2, 3) nagyobb mint 8, mert 1 és 8 kdzbtt szinezhetoek a
szamok az aldbbi mddon, ugy hogy nincs benne monokromatikus
3-tagu szamtani sorozat:

Ha minden esetet kiilon-kildén megvizsgalunk (6sszesen 2° =
512 darab eset), kbnnyen lathatd, hogy barhogy szinezzik két szin-
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nelaz 1,2,3,...,9 szamokat, azok mindig tartalmaznak egyszini
3 tagu szamtani sorozatot.

Azaz W (2,3) = 9.

Sajnalatos mdédon nem ismerjuk az 6sszes van der Waerden
szam pontos értékét. Az ismert értékekrdl egy Ugyes 6sszefogla-
16 talalhat6 az alabbi Wikipedia oldalon: link.

Gowers [11] bizonyitotta a legélesebb altalanos felsd becslést a

van der Waerden szamokra:
ok+9

W(r k) <22 .

Berlekamp [3] a kévetkezd Ugyes alsé becslést adta két szin ese-
tében és p primekre:

W(2,p+1) >p- 2P

Altalaban, a van der Waerden szamokra adott felsé becslések
rendkivil komplikaltak (akarcsak a késdbb szoba kerlld Szemerédi
tétel esetében), igy ezek részletezésére nem térink ki a jegyzetben.

Viszont egy nagyon tgyes alsé becslés adhatd, egyszer, elemi
valdszinliségszamitasi mddszerekkel. Az alabb taldlhatd bizonyitas
[7]-bdl szarmazik.

10.2 TETEL. W (2,k) > \/éoz(’“—l)/?

A 10.2 Tétel bizonyitasa. Elosz6r azt allitjuk, hogy a k-tagu szam-
tani sorozatok szama az {1,2,3,..., N} halmazban kevesebb
mint NTZ
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Ha a k tagu szamtani sorozat elsd eleme a, akkor a+ (k—1)d <

N, amibdl d < &¥=2,

igy az 6sszes k-tagli szamtani sorozat szama {1,2,3,..., N}-

ben
~~N-a N(N-1) N?

2 k—1  2(k—1) <&

a=1
_ k k—
Legyen N = \/; . 2(k=1)/2,

Ezutan pénzfeldobassal szinezzik 1 és IN kdzo6tt a szamokat.

Minden 1 < x < NN szam esetén feldobunk egy pénzérmét, ha fej
x-et kék szinnel szinezzlk, ha iras x-et piros szinnel szinezzlk.

Legyen p annak a valoszinlisége, hogy az igy kapott szinezés-
ben van egyszinl k-tagu szamtani sorozat.

Megmutatjuk, hogy p < 1 és igy a pénzfeldobas eredményekép-
pen kaphatunk olyan szinezést is, amiben nincs monokromatikus
k-tagu szamtani sorozat

Tudjuk, hogy NTZ egy fels6 becslés a k-tagl szamtani sorozatok
szamara.
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A véletlen szinezés definicidja alapjan minden k-tagu szamtani

sorozat pontosan 2,}_1 valészinliséggel lesz egyszind, igy ezen va-

l6szinliségek dsszege felsd becslést ad arra a valészinliségre, hogy
a szinezésben létezik egyszinl k-tagu szamtani sorozat:

<N2 11
P> "9k17 3

Azaz annak a valészinlsége, hogy létezik j6 szinezése (azaz

k-tagu szamtani sorozat mentes) az 1,2,3,..., N szamoknak >
2/3. Ezzel a bizonyitast befejeztik.

Nem is gondolnank erre, de a van der Waerden tételnek van egy
meglepd kdvetkezménye: végtelen sok prim létezik.

Béar erre a tényre, Eukleidesz 6ta szamtalan bizonyitas |étezik,
engem nagyon meglepett, hogy a van der Waerden tételbdl is kdvet-
kezik.

A kovetkezd bizonyitas Levent Alpoge [1] cikkébdl szarmazik.

10.3 TETEL. Végtelen sok prim létezik.

A 10.3 Tétel bizonyitasa. Jeldlje v,(n) azt a legnagyobb kitevot
egy p prim, és n egész esetén, amelyre p*»(™ | n. Vilagos, hogy

n — Hp’/p(n).
p
Azt is tudjuk, hogy pp(ab) = vp(a) 4 vp(b) és
vp(a + b) > min(vy(a), v,(b)), (10.1)
ahol v,(a) # v,(b) esetén egyenldség all fenn.
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TegyUk fel, hogy véges sok prim létezik. Szinezzik a pozitiv
egészeket aszerint, hogy mely primek osztjak Oket és a kitevoknek
milyen a paritasa.

Vagyis, ha P egy véges halmaza primeknek, akkor definialjuk
f: 7t — ({0,1} x {0,1})P-et az

1 pln
n) = , Up(n mod 2 , han= vp(n),
f(n) ({0 an} (n) ( ))P a 1;[17

képlettel.

Ez a szinezés véges sok szint hasznal. igy van der Waerden té-
tele alapjan tudjuk, hogy van benne tetszdlegesen hosszu egyszini
szamtani sorozat.

Vegylnk egy monokromatikus szamtani sorozatot, a,a -+
d,...,a + dr-t, melyre » nagyobb mint barmelyik prim négyzete
(most feltettik, hogy véges sok prim létezik).

TegyUk fel, hogy p osztja a-t. Mivel a szamtani sorozatban min-
den szamot ugyanazok a primek osztanak, ezért p osztja a + d-,
ésigyd = (a+d) — a-tis.

Azt allitjuk, hogy v,(a) < v,(d).
Valdban, tegyik fel, hogy v,(a) > v,(d). Ekkor (10.1) alapjan
vp(a + d) = vp(d). (10.2)

Vilagos, hogy v,(pd) = v,(d) + 1. Igy ha v,(a) > v,(pd) =
vp(d) + 1, akkor

vp(a + pd) = vp(pd) = vp(d) + 1 = vy(a+ d) + 1,
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amely ellentmond v,(a + pd) = vp(a + d) (mod 2)-nek (Id. a
szinezés definicidjat).

Hav,(a) = v,(d) + 1, akkor vp(a) = vp(a+d) + 1 (d. (10.2)),
amely ellentmond v,(a) = py(a + d) (mod 2)-nek.

Ha v,(a) = v,(d), akkor
vp(a + kd) = vp(a) + 1 2 v(a) (mod 2),

alkalmasan valasztott k < p?*-re (ittaz A + kD = p (mod p?)
kongruenciat kell megoldanunk, ahol A és D azon részei a-nak és
d-nek, melyek relativ primek p-hez).

Tehat bebizonyitottuk, hogy a-nak minden p primosztojara
vp(a) < vp(d). Ekkor (10.1) alapjan

vp(a + d) = vy(a).

Vagyis a szinezés definicidja alapjan, a-nak és a + d-nek ugyan-
azok a primosztoik, sot, a kitevoik is azonosak, és ez ellentmond az
egyértelmi primtényezds felbontasnak, ha d > 1.

A van der Waerden tételnek volt egy rendkivil fontos kdvetkez-
ménye a matematikaban. Turan és Erdds [6] 1936-ban megfogal-
mazta a kdvetkez0 sejtést.

Minden pozitiv egész szamokbdl allé A halmaz, melynek pozitiv
a slrlisége tartalmaz k-tagu szamtani sorozatot tetszdleges k-ra.

Szemerédi Endre [10] 1975-ben igazolta a sejtést, és 2012-ben
Abel dijat kapott érte.

90



10.4 TETEL. (Szemerédi) Minden e € Rt és k € N esetén lé-
tezik Ng = Ny(e, k) klszdbindex, melyre ha N > Ny, A C
{1,2,3,...,N} és | A| > eN, akkor A tartalmaz k-tagu szam-
tani sorozatot.

A Szemerédi-tételnek tébbféle bizonyitasa létezik, beleértve a
kombinatorikusokat is (amelyek a hires Szemerédi-regularitasi lem-
mat hasznaljak), ergodikus elméleti, Fourier-analitikus, és egy a hi-
pergraf eltavolitasos lemman alapulo.

So6t, Szemerédi tételének kvantitativ valtozatai is |éteznek. Ezek
leginkabb a r,(IN) fliggvényt hasznaljak, amely az {1,2,..., N}
legnagyobb olyan részhalmazanak a mérete, mely nem tartalmaz
k-tagu szamtani sorozatot.

A legjobb altalanos becslések:

CN exp (—n2("Y/2(log N)*/™ 4 Lloglog N) < rt(N) < (o] x)2_2k+9,
og log

ahol n = [log k.
A legjobb als6 becslést O’Bryant [8] adta, (eredménye szamos

az 6vét megeldzo otletre épllt, pl. Behrend [2] tételére). A legjobb
fels6 becslés Gowerstdl [11] szarmazik.

Hasonl6an a van der Waerden szamokhoz, itt sem bizonyitunk
felsd becslést, mivel az tulmegy jelen jegyzet keretein. De egy alsé
becslést azért adni fogunk.

De elbtte tekintsik a kdvetkezd Szemerédi tételt, melyet szintén
Szemerédi [9] talalt ki.

91



Fermat 6ta tudjuk, hogy négy négyzetszam sosem alkot szamta-
ni sorozatot.

Vagyis, ha adott egy IN-hosszu szamtani sorozat a,a + d,a +
2d,...,a+ (N — 1)d, és mi aszerint szinezlnk pirosra egy t sza-
mot, hogy ebben a szamtani sorozatban a + td négyzetszam-e, ak-
korao0,1,2,3,..., N — 1 szamoknak egy olyan szinezését kapjuk,
mely nem tartalmaz 4-hosszu szamtani sorozatot.

igy minden e > 0-ra tudjuk, hogy ha N > Ny(e), akkor legfel-
jebb e N darab piros elemet tartalmaza {0,1,2,..., N—1} halmaz
Szemerédi tétele alapjan. Osszefoglalva eredményeinket a kdvetke-
z06t kapjuk [9]:

10.5 TETEL. (Szemerédi) Minden ¢ € RT'-ra létezik egy Ny =
Ny(e), hogy N > N, esetén, egy N -tagu szamtani sorozat leg-
feliebb e N négyzetszamot tartalmaz.

Ezt az eredményt azéta folyamatosan javitgattak, pl. 1992-ben
Bombieri, Granwille és Pintz [4] a kbvetkez6t igazolta.

10.6 TETEL. Legfeljebb c;N?/3(log N) darab négyzetszam van
egy NN -tagu szamtani sorozatban, ahol ¢, €s c, abszolut és haté-
konyan kiszamolhato konstansok.

Bombieri és Zannier [5] a 2/3 kitevot 3 /5-re javitotta.

A kdvetkezd fejezetben egy ligyes alsé becslést adunk r3(n)-re,
nevezetesen bebizonyitjuk Behrend tételét [2], mely egy geometriai
észrevételen alapul.
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11. Behrend konstrukciodja

Ebben a fejezetben megadunk egy viszonylag nagy részhalma-
zat {1,2,3,..., N}-nek, mely nem tartalmaz 3-tagu szamtani so-
rozatot.

A kovetkez0 tétel Behrend [1] konstrukcidja lesz, amelynek alap-
ja egy szérakoztaté geometriai konstrukcié. Az ismertetés soran a

s

11.1 TETEL. (Behrend, 1946.) Létezik egy pozitiv konstans c, hogy
minden N -re meg tudunk adni egy

AcC{1,2,3,...,N}
halmazt, melyre

| A| > N exp(—cy/log N)
és A nem tartalmaz 3-tagu szamtani sorozatot.
A 11.1 Tétel bizonyitasa. Behrend konstrukcidja azon az észre-

vételen alapul, hogy egy egyenes egy gémbdt legfeljebb 2 pontban
metsz.

Ha x, y, z egy 3-tagu szamtani sorozat, akkor y = X;L :
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Eldszér megadunk egy n dimenzids konstrukciét, egy gémbhé-
jat, mely gémbhéj semely két pontjanak nem tartalmazza az atlagat,
mivel egy egyenes maximum két pontban metsz egy gémbhéjat.

Ezutdn a gémbhéj egész pontjaihoz hozzarendelink egy A C
{1,2,3,..., N} halmazt.

Az n és M pozitiv egészek értékét késdbb rogzitjuk.

Tekintsik az x = (x1,x2,...,x,) € [1, M]™ halmazt. A fenti
M™ darab pont mindegyikéhez hozzarendeljik az origbtdl vett ta-
volsag négyzetét, azaz az r? = x? + ... + x2 egész szamot.

Ezek a hozzarendelt értékek az [n, nM?] intervallumbdl valéak.
Vagyis létezik egy r sugar, amelyre S, (r) gébmbhéj legalabb

Mn > Mn >Mn—2
nM?2 —n+1" nM?2 ~— n

[Sn(r)| 2
darab egész pontot tartalmaz.

Ezek utan az S, (r) egész pontjaihoz egy egész szamot rende-
link a kbvetkezd P : 7" — 7 flggvénnyel:

Px) ¥ ﬁ 3z (2M)-.

=1
A P faggvény alap tulajdonsagai a kdvetkezok:
1. P egész értékd.
2. 1 < P(x) < (2M)"™ minden x € [1, M|™-re.
3. P linearis.

4. P injektiv [1, M]"-en.
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5. P(z) — P(y) = P(y) — P(x) = z—y = y — x minden
X,y,z € [1, M]™ esetén.

Az 1. tulajdonsag nyilvanvald, hiszen a szummaban minden tag
oszthat6é 2 M -mel.

A 2. tulajdonsag is igaz, hiszen P(x) pozitiv és a flggvény a
maximumat akkor éri el, ha minden x; maximalis, azaz pont M.
Ekkor

1 & .
P(x) < P(M,M,...,M) = mzZ:;M(zzv.r)
o (2M) -1 (2M)"

=M <M 2M)"™.
2M -1 — 2M < )

A 3. tulajdonsag szintén nyilvanvalo, legyen ugyanis x,y € Z"

és a,b € Z. Ekkor P definicidjabdl kdnnyen lathatd, hogy
P(ax + by) = aP(x) + bP(y).

A 4. és 5. tulajdonsagok igazolasahoz a kévetkezd lemmara van
szuksegunk:

11.2 LEMMA. Legyen x € (—2M,2M)™. Ekkor P(x) = 0 akkor
€s csak akkor, hax = 0.

A 11.2 Lemma bizonyitasa. Ha x = 0, akkor P(x) = 0.

Megforditva, tegylk fel, hogy létezik egy x # 0, amelyre P(x) =
0. Ekkor vegylk az x = (x1, «2,. . ., x,) vektor koordinatai kdzil a
legkisebb indextt, amely nem 0, legyen ez ;. Ekkor

P(x) = ﬁ > @ (2M) = 0.

1=j
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Rendezve, azt kapjuk, hogy

n

—w; = Y @(2M)7,

i=j+1
ahol a jobboldal oszthat6 2M-mel, mig a baloldalon 1 < xz; < 2M,
ami ellentmondas. Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztik.

A lemmat hasznalva, bebizonyitjuk a 4. és 5. tulajdonsagot.

A 4. tulajdonsaghoz tegyik fel, hogy P(x) = P(y) fennall egy
X,y € [1, M]™ parra.

A linearitas alapjan 0 = P(x) — P(y) = P(x—y),dex —y €
(—M,M)™ C (—2M,2M)", igy alemma alapjan x —y = 0, azaz
x = y. Eredmeényképpen megkaptuk, hogy P injektiv.

Utoljara mar csak az 5. tulajdonsagot kell igazolnunk.

TegyUk fel, hogy P(z) — P(y) = P(y) — P(x) eleget tesz egy
xX,y,z € [1, M]™ szamharmasra. Ekkor P(z) — 2P(y) + P(x) =
P(z — 2y 4+ x) = 0. Azonban mostz — 2y + x € (—2M,2M)",
igy alkalmazhatjuk megint a lemmat, mely szerint z — 2y + x = 0,
azazz — y = y — x. Ezzel a lemma allitdsat igazoltuk.

Ezutan rogzitjuk n és M értékét. Legyen n = [/log N |, M =
(N7 /2],

Ekkor A C [1,(2M)™] C [1, N].

A P flggvény 5. tulajdonsaga miatt tudjuk, hogy A nem tartal-
maz 3-tagu szamtani sorozatot.

Most mar csak A elemszamat kell becsulnink.
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MP—2 Nl/n 9|n—2 Nl/n n—2 1
Al > _ [ /2] > ( /e) — e2nl-2/n,
n n n n
_ Ne2-[VIEN . N-2/ivieeN] 1
[v1og N ]
1
> Ne2_(\/m+l) . N—2/\/10gN .
- Vieg N +1

> Nel—(\/m) . e~ 2logN/ViogN | —logN
> Ne 4ViegN

igy az eldz6 fejezetben definialt r5(IN) értékre azt kapjuk, hogy,

rs(IN) > Ne *VieeN,

A masik oldalrdl, Roth [6] 1953-ban azt bizonyitotta, hogy ha
A C {1,2,3,..., N} nem tartalmaz 3-tagu szamtani sorozatot,

akkor |A| <K oz f(\jg ~- Azlta ezt az eredményt folyamatosan javit-
gattak. A legjobb mostani eredmény Bloom és Sisasktdl [2] szarma-
zik, akik bebizonyitottak, hogy létezik olyan ¢ > 0 konstans, amelyre

Al € 4N

og N)1+c -

A legjobb alsé becslés is Bloom és Sisasktdl [3] szarmazik (akik
valdjaban Kelley és Meka [5] eredményét egyszerUsitették). Esze-
rint |étezik olyan 3-tagu szamtani sorozat mentes halmaz, amelynek
elemszama > exp(—c(log N)/11)N.
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12. Osszegszorzatok primosztéinak szama

A kdvetkezd eredményt Erdds és Turan alkotta, még egyetemista
korukban.

Jelblje w(n) az n kilébnb6zd primosztdinak a szadmat.

12.1 TETEL. (Erdés—Turan, [3]) Legyen A C NT pozitiv egészek
halmaza, melyre |A| > 2% + 1. Ekkor

w( H (a—}—a')) >k + 1.
a,a’cA
12.2 MEGJEGYZES. A tételbdl addodoan

w( 11 (a—l—a’)) > log, | A.

a,a’cA

A bizonyitast Erdds-Suranyi kényve [2] alapjan ismertetjik.

A 12.1 Tétel bizonyitasa. A bizonyitas kulcsa, hogy az a+a’ 6ssze-
geknek sok primosztéjat talaljunk, azon 6sszefliggés alapjan, hogy
bizonyos esetekben igaz az, hogy

p"|la+ad = p|a és p*|ad.

E célbdl eloszér a kdvetkezd lemmat igazoljuk:
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12.3 LEMMA. Ha p paratlan prim, akkor 2¢ + 1 kiilénb6z6 paratlan
szam ké6zott mindig talalhato € + 1 darab, hogy a belblik képezett
a + a’ 8sszegekre fennall

/

p"la+a = p"|a és p|d.

A 12.3 Lemma bizonyitasa. Legyen ez a 2¢ + 1 egész szam
M1y M2y ey M2p4].
irjuk mindegyiket
n; = p“q; alakban, ahol p 1 q;.

Ekkor kettdnek az 6sszegére, mondjuk n; és n;-re, (ahol szimmet-
rikus okokbdl feltehetjik, hogy a; < «;), tudjuk, hogy

o —Qy

n; +n; =p*(q; +p ;)

Ha a; # «;, akkor

(87

A i it1
n, +n; €s p“ nj, p*tt{n; + n;.

D ni, p™

Masrészt, ha a; = o, akkor azt szeretnénk biztositani, hogy g; + g;
nem oszthatd p-vel.

Ezt 0gy tudjuk pl. garantalni, ha mind g; (mod p) és gq;
(mod p) kisebb mint p/2, vagy mindkettd nagyobb mint p/2 (mi-
vel p paratlan, egyik sem lehet p/2).

Ugyanis a fenti esetekben az 6sszeg szigortan 0 és p, illetdleg
szigoruan p és 2p kdzé esik.

A skatulyaelv szerint a

dis4q2y---9q2¢4+1
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vagy tartalmaz £-+1 darabot, amelyeknek modulo p maradéka szigo-
rian 0 és p/2 kdze esik, vagy tartalmaz ¢ + 1 darabot, amelyeknek

modulo p maradéka szigoruan p/2 és p kézé esik. Ezzel a lemma
allitasat belattuk.

A kovetkezokben az Erdds-Turan tétel bizonyitasaval folytatjuk.

Legyen
|A| > 2 +1 ahol k> 1.

Mivel |A| > 3 az A elemei kdzétt 1étezik kettd, amelyek paritasa

azonos. Azaz || (a + a’) paros.
a,a’€A

Jeldljik az a + a’ 6sszegek paratlan primosztéit

P1sP2s - - - 5 Di-VEL

Indirekten bebizonyitjuk, hogy 7 > k.
Tegyuk fel, hogy © < k.

A 12.3 Lemma szerint a , 2F 4+ 1 szdm kozul kivalaszthatunk
2k=1 1 1 darabot, hogy ha

p* |a+a’, akkor p{*|a és pi*|a’.

Ebbdl a 2¥~1 + 1 egész szam kozll kivalaszthaté 22 4 1 darab,
amelyre ha

p3? | a+a’, akkor p%? | a és py* | a’.

Az eljarast folytatva kapunk 2¥—¢ 4~ 1 > 3 darab egész szamot,
hogy a fenti 6sszefliggés a p;, p2, . . . , p; mindegyikére igaz.
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Legyen a., as, as hdrom darab régzitett szam a 2¥~* +1 > 3
darab kézll, melyeket a fenti eljaras végéen maradt.

Ekkor (mivel pi.ps,...,p; az 6sszes paratlan primosztéja az
0sszegeknek) azt kapjuk, hogy:

ai +az = 2%pi'py* ... p;",
a; + az = 2"p{'py*...p;",
as + az = 2"°p{"'py?...p; "

Ekkor pi'p5* ... p;" | a1 és as.

igy 2ue | a1 nem lehetséges, hiszen akkor az a; + a» tul nagy.
Hasonl6an: 2“° { as.

Azt irjuk, hogy 27 || « ha 27 |  de 27! { . Amennyiben a 2
kitevlje a;-ben és as-ben kilonbdzd, akkor

27 la; 2°|lax v<é

27 || a1+ ay = v = uop = 2"° || aq,
amely ellentmond 2% t a;-nek.
A ~ > & hasonléan kezelhetd. igy v = 4.
Azaz ha 27 || aq, akkor 27 || as, 27 || as.

Legyen a; = 27b; ahol b; paratlan. Ekkor

by + by = 2"pl" ... p}",
bl -+ b3 = 2T2p11}1 .o p;),,
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b2 + b3 = 2T3p111)1 .o p;vl

Mivel p* | a; + a; esetén p® | a; és p® | a; ez szintén igaz b;
és b;-re. Vagyis

pit...p;" | by, b, by # bo.

Tehat by + by > 3pi*...p;" = r; > 2. Hasonléan ry,r3 > 2,
vagyis b, + by + bz paros, amely ellentmond annak, hogy minden b;
paratlan.

Két kildnb6zd halmaz esetén Gyodry, Stewart és Tijdeman [4] a
kdvetkezot igazolta:

12.4 TETEL. Legyen A, B C N pozitiv egészekbdl allé halmazok.
Tegylk fel, hogy | A| > |B|. Ekkor

w( 11 (a+b)>zcllog|A|.

acAbeB

Erdds, Stewart és TijJdeman [1] megmutatta, hogy a ¢ log |A|
als6 becslés nem javithato (z + €) (log | A|)? log log | A|-ra.

Gyory, Sarkdézy és Tijdeman [5] hasonl6é alsé becslést igazolt
ab + 1 alaku szadmok szorzata esetében.
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13. A négyzetszamok additiv bazist alkot-
nak

Az additiv szamelméletben kbzponti kérdés, hogy vajon egy
adott halmaz véges rend( additiv bazis-e?

Mas széval, mely B halmazokra létezik k pozitiv egész, hogy
minden természetes szam felirhaté k& darab B-beli elem 6sszege-
ként?

Lagrange négy-négyzetszam tétele valoszinlileg az elso, az ilyen
jellegl tételek kozil. A tétel a kdvetkezot Allitja:

13.1 TETEL. (Lagrange négy-négyzetszam tétel) Minden termé-
szetes szam felirhato 4 darab négyzetszam ésszegeként.

Eldsz6r csak azt vizsgaljuk meg mely szamok irhatdak fel két
négyzetszam 6sszegeként.

A probléma eredete Albert Girard-ig nyulik vissza, aki észrevette,
hogy minden 4k + 1 alaku szam felirhatd két négyzetszam &ssze-
geként. Eredményét 1625-ben publikalta [1].
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A probléma egy variansat Fermat is megirta levélben
Mersennenek. Tovabba, Fermat az is megadta, hogy egy p® prim-
hatvany hanyféleképpen irhatd fel két négyzetszam 6sszegeként.

Természetes szamokra, a két-négyzetszam tétel kapcsolddik a
primtényezds felbontashoz. Nevezetesen:

13.2 TETEL. Egy n > 2 természetes szam pontosan akkor irhato
fel két négyzetszam dsszegeként, ha primtényezbs felbontasa nem
tartalmaz olyan p* primhatvany szorzét, ahol p = 3 (mod 4) és k
paratlan.

Ha n = x2? négyzetszam, az éllitas trividlis, ugyanis n = x? =

02 + z2. (Megjegyezendd, hogy néhany négyzetszamnak van nem
trivialis felbontasa is, pl. 25 = 4% 4 32 vagy 100 = 82 4 62. Ezeket
a harmasok pitagoraszi szamharmasok néven ismertek.)

Példak

A 2450 primtényez0s feloontadsa 2450 = 2 - 52 - 72. A felbontas-
ban szerepld primek kdzo6tt (melyek 2, 5 és 7), csak a 7 kongruens
3-mal modulo 4. A 7 kitevdje a primtényezos felbontasban 2, amely
paros. Igy a tétel azt allitja 2450 felirhaté két négyzetszam dssze-
geként. Valéban: 2450 = 7% 4 492,

A 3430 primtényezés felbontasa 2 - 5 - 73. Ezuttal a 7 kitevoje
a 3, ami paratlan szam. igy 3430 nem irhaté fel két négyzetszam
dsszegeként.

Ahhoz, hogy a tételt belassuk, eldszér a kbvetkezot igazoljuk:

13.3 LEMMA. Ha a és b felirhato két négyzetszam 6sszegeként, ak-
kor a szorzatuk ab is felirhato.
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A 13.3 Lemma bizonyitasa. Legyen a = =2 + y? és b = u? + v2.
Ekkor

ab = (2% + y?)(u? + v?) = (zu — yv)? + (zv + yu)’

Ahhoz, hogy a lemmat alkalmazni tudjuk, elészér azt kell tud-
nunk elddnteni, hogy mely p primek irhatéak fel két négyzetszam
dsszegekeént.

A fenti tételt Girard tételének is szoktdk hivni, de ugyis ismert,
hogy Fermat két-négyzetszam tétele.

13.4 TETEL. Legyen p primszam. Ekkor az
’+y*=p

egyenlet akkor és csak akkor oldhato meg az egészek kézétt, ha
p = 2 vagy p eqgy 4k + 1 alaku prim.

Eldszér bebizonyitjuk a 13.4 Tételt, majd ratériink a 13.2 Tétel
bizonyitasara, melyet a 13.4 Tételbdl vezetlink le.

A 13.4 Tétel bizonyitasa. El6sz6r csak annyit igazolunk, hogy ha p
egy 4k + 3 alaku primszam, akkor p nem irhato fel két négyzetszam
dsszegeként. Tegyulk fel ugyanis, hogy nem igaz az allitas, és p
mégiscsak felirhatd két négyzetszam 6sszegekeént. Vagyis létezik x
€s y egész szam, melyre

z’ +y* = p.
Ekkor

z?+y*=p (mod 4).
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De mivel p egy 4k + 3 alaku prim, ezért
x> +y’=3 (mod 4).

Egy négyzetszdm négyes maradéka csak 0 vagy 1 lehet. Azaz
x? + y? négyes maradéka 0,1 vagy 2 lehet, de sohasem 3. Ez-
zel ellentmondasra jutottunk, és az allitast igazoltuk.

Ezutan bebizonyitjuk, hogy a 2 és a 4k + 1 alaku primek valéban
felirhatoak két négyzetszam 6sszegeként. Az dllitas p = 2 esetén
trivialis:

2 =12+ 1%
A kdvetkezdkben p legyen egy 4k + 1 alaku prim. Ekkor —1 kvad-
ratikus maradék modulo p. Azaz az

z? = —1 (mod p) (13.1)

kongruencia megoldhaté. Jeléljén s a (13.1)-beli kongruencia egy
megoldasat. Ekkor

s>=—1 (mod p)
p|s2—|—1

Tekintstk az 6sszes a + bs alakl szamot, ahol a, b € N és
0<a<+p 0<b<p

Az ilyen szamok szama ([\/ﬁ + 1])2 > p, vagyis a skatulyaelv sze-
rint 1étezik k6zo6ttlk kettd, amelyek kongruensek modulo p:

a1 + bis = ay + bys (mod p)
Legyen a = a; — a3 és b = by — bs. Ekkor:

a+bs=0 (mod p)
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—bs (mod p)
2 =b%s> (mod p)
2= —b* (mod p)
p | a’ + b2,

S
Il

e
Il

S
|

Mivel 0 < aq,a2 < /P €s0 < by, by < /p tudjuk, hogy —/p <
a < ./pés—,/p<b<./p. Vagyis

0 < a®+ b% < 2p.
Mivel p | a® + b2, ez csak Ugy lehet, ha a? + b = p.
Ezutan bebizonyitjuk a 13.2 Tételt.

A 13.2 Tétel bizonyitasa. El6szor is megjegyezzik, hogy a 13.1
Tétel ekvivalens a kbvetkez6 allitassal:

Ha n primtényezés felbontasa
n = 2ap(111 .-.pgqul ...q?s (132)

alaku, ahol a p; primek a 4k + 1 alaku primek és q; primek a 4k + 3
alaku primek, akkor n akkor és csak akkor irhato fel két négyzet-
szam 0sszegeként, ha minden (3; paros.

Eldsz6r is megjegyezzik, hogy azok az n-ek, amelyek (13.2) fel-
irasaban a 3;-k parosak valéban eldallnak két négyzetszam dssze-
geként. Ugyanis a 13.4 Tétel alapjan a 2 és a p; primek eldallnak
két négyzetszam Osszegeként. Az is vilagos, hogy g;" is eloall két
négyzetszam 6sszegeként, ha 3; paros, hiszen

] 2
¢’ = 0% + (qiﬁz/2> _

A 13.3 Lemma ismételt alkalmazasaval megkapjuk az allitast.
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Kdvetkezobleg azt bizonyitjuk, hogy ha
n = ¢°m (13.3)

alaku, ahol ¢ 1 m, g egy 4k + 3 alaku prim és 3 paratlan, akkor
n nem irhat6 fel két négyzetszam dsszegeként. Ebbdl a 13.4 Tétel
allitasa mar kovetkezik.

Indirekten okoskodunk. Tegyuk fel, hogy az allitas nem igaz, az-
az n (13.3) alaku és n mégis két négyzetszam 6sszege. Ezen n-ek
kézul vegylnk egy olyat, amire 3 minimalis. (ltt 3 paratlan, tehat
B > 1.) Ekkor

2% + 42 = ¢°m
x4+ y*=0 (mod q)

z? = —y? (mod q). (13.4)

Ha g 1  és q 1 y, akkor a (¢ — 1)/2-dik hatvanyat véve (13.4)-nek,
kapjuk, hogy

™! = (—1)@V/2ya=1  (mod q).
Mivel g egy 4k + 3 alaku prim, ezért (¢ — 1) /2 paratlan, tehat
7' = —y? ! (mod gq).

A kis Fermat-tétel szerint 77! = 1 (mod q) és y7 1 = 1
(mod q), igy
1=-1 (mod q),

ami ellentmondas. Tehat g 1+ = és q t y nem lehetséges. Vagyis
q | « vagy | y. Ekkor (13.4) alapjan azonban egyszerre all fenn a
két oszthatosag, tehat

q|lxésqly.
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Vagyis
T = qTo €S Yy = qyo,
ahol x( és yo egész szamok. A fenti jellléseket hasznalva
x? + y2 = qﬁm =n
(q20)* + (qy0)* = ¢°m
x5 +yg = ¢°*m.
Ez azonban ellentmond n valasztasanak, hiszen ugy valasztottuk,

hogy B minimalis, és most kaptunk egy az eredeti 3-nal kisebb 3-
val valé példat. Ezzel igazoltuk a 13.4 Tételt.

Most mar ratérhetlink Lagrange négy négyzetszam tételének bi-
zonyitasara. Ez a tétel azt allitja, hogy a négyzetszamok additiv
bazist alkotnak.

lllusztracioképpen irjuk fel a 3, 31 és 310 szamokat négy négy-
zetszam 6sszegeként:
3=124+1%4 1% 4 0?
31 =524+ 22412412
310 = 17% + 4% + 2% 12,
Diofantosz kdnyvében is szerepeltek mar példak a fenti tételre,

amelyek vildgosan mutatjak, hogy mar Diofantosz is ismerte az alli-
tast. Azonban azt csak Lagrange igazolta 1770-ben.

Késdbb Carl Gustav Jakob Jacobi talalt egy egyszerl formulat a
lehetséges reprezentaciok szamardl 1834-ben.

A 13.1 Tétel bizonyitasa. Elosz6r is megjegyezzik, hogy a tételt
elegendd paratlan primekre bizonyitani. Mivel a tétel azonnal kévet-
kezik az Euler négy négyzetszam formulabdl (az, hogy az 1 és a 2
eléall négy négyzetszam 6sszegeként trivialis).
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13.5 LEMMA. (Euler négy négyzetszam formula) Ha a és b felir-
hatoé négy négyzetszam 6sszegeként, akkor a szorzatuk ab is felir-
hatd.

Az azonossag azonnal kévetkezik az alabbibdl:

(] + a5+ x5+ (yi +v5+v; +y)) =
(Z1y1 + T2Y2 + 3Y3 + Taya)”
+ (z1y2 — T2y1 + xT3Y4 — $4y3)2
+ (21Y5 — T2Ys — T3y + T4y2)”
+ (x1Ya + T2ys — T3y2 — xay1)’.  (13.5)

De hogyan lehet ezt kitalalni? Tekintsik az

a = T1 + T2t + T3] + T4k
B =1y1— Y2t — y3J — ysk

kvaternidkat. A konjugaltjukra

a:wl—wzi—azgj—:c4k

B = y1 + y2i + ysj + yak

Egy a kvaternié normajat a N(a) = « - & képlettel definidljuk.
Ekkor

N (a) =:c%—|—:c§—|—a:§—|—azi
N@@B) =y’ +y2+y2+y2 (13.6)

Legyen v = a3. Ekkor
Y = (T1y1 + T2Y2 + T3Y3 + Taya)
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+ (T1Y2 — T2Y1 + T3Ys — T4Y3)t
+ (1Ys — T2ys — T3Y1 + T4Y2)J
+ (iB1y4 + T2Yy3 — T3Y2 — £B4y1)k:.

gy
N(v) = (x1y1 + T2y2 + x3ys + 334?!4)2
+ (Z1Y2 — T2y1 + T3Ys — Tay3)’
+ (T1Y3 — ToyYs — T3Y1 + T4Y2)?
+ (T1ya + T2ys — T3y2 — Tay1)>.
Masrészt

N(v) = N(aB) = aBaf
= affa = aN(B)a = aaN(3)
= N(a)N(B).

A fenti 6sszefliggést és (13.6)-t hasznalva megkapjuk (13.5)-t, ami
a bizonyitando6 allitas volt.

Ezutan bebizonyitjuk Lagrange tételét. Mint mar emlitettik elég
a tételt p paratlan primekre igazolni.

Eldszér azt igazoljuk, hogy p-nek van olyan np tébbszérdse,
amely el6all négy négyzetszam 6sszegeként és 1 < n < p.

Tudjuk, hogy az a? modulo p maradékosztalyok mind kiilénbz6-
ek, amint a a [0, (p — 1) /2] intervallumon fut, mivel ha

z? =y® (mod p),
akkor
p|az*—y?
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pl|l(z—y)(z+y)
plz—y vagy pl|x-+y.

Mivelmost1 < x,y < p—1 igy az utébbi ekvivalens a kévetkezdvel

r=y vagy x=p—y.
Hasonléan, amint b a [0, (p — 1)/2] intervallumon fut, a —b* — 1
szamok kiilénbdzd maradékot adnak modulo p. A skatulyaelv sze-
rint 1étezik a és b egész szamok a fenti intervallumon, melyekre a?
és —b? — 1 kongruensek modulo p, azaz
a’*= —-b>—1 (mod p)
a’+b*+1=0 (mod p)
a’+b>+1°4+0>=np  egy adott egész n-re.
Mivel 0 < a,b < (p — 1)/2 azt kapjuk, hogy

—1\2
np§2<pT> +1 < p?,

azaz n < p. Ez igazolja allitasunkat.

Legyen most m a legkisebb pozitiv egész, amelyre mp négy
négyzetszam dsszege, azaz mp = x? + x2 + 22 + x2. (Epp az
eldbb bizonyitottuk be, hogy ekkor m < p.)

Indirekten bebizonyitjuk, hogy m = 1. Feltesszik ugyanis, hogy
m > 1, és ekkor bebizonyitjuk egy olyan r pozitiv egész létezését,
amelyre rp négy négyzetszam 06sszege, de »r < m. Ez ellentmond
r minimalis voltdnak. (A fenti bizonyitas Fermat végtelen leszallas
mdbdszerével térténik.)

Eloszér bebizonyitjuk, hogy m paratlan. Tegyik fel, hogy m is
paros. Ekkor

2 2 2 2
mp =x] + T, + T3+ x,
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m 1
5P =5 (@ + a5+ o+ )

2 2 2 2
m T1 — T2 T1 + T2 T3 — T4 T3 + T4
ar=(757) (M) (P (P

azaz allitasunk fennall » = m/2-lel. Kdvetkezdleg feltesszik m
paratlan.

Mindegyik x;-re tekintsik azt az y;-t, amely kongruens x;-vel mo-
dulo m, valamint —(m — 1)/2 és (m — 1)/2 kézé esik. Ekkor

0Empz:cf—i—:cg—}—azg—l—aziEy%—l—yg—i—yg—kyi (mod m).

lgy v? + y2 + v2 + y? = mr, valamilyen adott nemnegativ egész
r-re.

Eldszér azt latjuk be, hogy r pozitiv és kisebb mint m. Valéban,
har = 0, akkor y; +y3 +y5+vy; = 0,igy y1 = y2 = y2 = ys = 0.
Azaz m | @1, 2, T2, 4. De ekkor m? | x? + 23 + 22 4+ 22 = mp.
Tehat m | p amibdl az adodik, hogy m = 1 ugyanis 0 < m < p. De
most azt is feltettik, hogy m > 1, amivel ellentmondasra jutottunk.
Masrészt

2 2 2 2 m —1)° 2
mr =y, +y, +y; +y; <4 ) <™
igy r < m.

Végqll, Euler négy négyzetszam azonossaga alapjan mpmir =
z? + 22 4 22 + 2z2. De mivel mindegyik x; kongruens y;-vel modulo
m, azt kapjuk, hogy mindegyik z; oszthaté m-mel. Valéban:

Z1 = T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + T4Y4

Emf—l—mg—l—wg—l—mi:mpzo (mod m),
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Zo = X1Y2 — T2Y1 + T3Ys — T4Y3

T1Ty — T2y + T3x4 — T4x3 = 0 (mod m),

Z3 = T1Y3 — T2Y4 — T3Y1 + T4Y2

T1T3 — T2y — 3T + T4x2 = 0 (mod m),

Z4 = T1Ya + T2Y3 — T3Y2 — TaY1

= T1x4 + T2x3 — 3Tz — 241 = 0 (mod m).

Azaz azt kaptuk, hogy w; = z;/m-ekre wi+w3+w3i+w? = rp,
ahol r < m, de ez ellentmond m minimalis voltanak.

Végul, néhany sz6 Legendre harom-négyzetszam tételérol.

13.6 TETEL. (Legendre harom négyzetszam tétel) Egy adott n
természetes szam, akkor €s csak akkor irhato fel harom négyzet-
szam 0sszegeként, azaz

n =z’ +y? + 2%,
han nemn = 4*(8m+-7) alaku, ahol k és m természetes szamok.

Legendre eredeti bizonyitdsa hianyos volt.
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Gauss késobb altalanositotta a tételt, pontosan megadva a le-
hetséges reprezentaciok szamat is.

Az akkor és csak akkor tipusu allitasunk, egyik része, nevezete-
sen, ha n harom négyzetszam 6sszege, akkor nem n = 4*(8m+47)
alaku majdnem trivialis.

El6szér csak annyit igazolunk, hogy ha n egy 8m+7 alaku egész
szam, akkor n nem irhatd fel harom négyzetszam dsszegeként.

Valéban, minden négyzetszam kongruens 0,1 vagy 4 modulo
8, igy harom négyzetszam 6sszege kongruens lehet a 0 + 0 + 0,
0+0+4+1,04+1+1,14+1+1,44+0+40,440+1,44+1+1,44+4+40,
4 + 4+ 1 vagy 4 + 4 + 4 6sszegek valamelyikével modulo 8. De
ezen Osszegek kOz6tt a 7 nem szerepel, azaz harom négyzetszam
dsszege nem lehet 8m + 7 alaku.

Ezutan tegyuk fel, hogy n egy
n = 4%(8m 4 7) (13.7)

alaku szam, ahol k pozitiv egész, m € N, és n hdrom négyzetszam
0sszege.

Feltehetjik, hogy (13.7)-ben n-et Ugy valasztottuk, hogy a k po-
zitiv egész értéke minimalis. Ekkor n oszthat6 4-gyel.

Minden négyzetszam kongruens 0-val vagy 1-gyel modulo 4.
Kdénnyen lathatd, hogy a 0 maradékosztaly modulo 4, csak ugy al-
lithaté eld harom darab elem 6sszegeként a {0, 1} halmazbdl, ha
mindegyik 0. Mas széval, ha

n=:c2—|—y2—|—z2,
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akkor mindegyik négyzetszam oszthaté 4-gyel. Legyen x = 2z,
Yy = 2y €S z = 2z, ahol xg, yo és zo egész szamok. Ekkor

n
Z=$§+y§+z(2p

igy 2 = 4%~ (8m + 7) szintén felirhaté harom négyzetszam dssze-
geként, amely ellentmond annak, hogy (13.7)-ben n-et Ugy véalasz-
tottuk, hogy k minimalis. A fentiek Legendre tételének egyik iranyat
igazoljak, a masik irany joval bonyolultabb, itt nem bizonyitjuk.

Hivatkozasok

[1] S. Stevin, 'Arithmétique de Simon Stevin de Bruges, annotated
by Albert Girard, Leyde 1625, p. 622.
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14. Schnirelmann siiriiség

A szamelméletben j6 néhany siiriség fogalom van, elsé ranézés-
re biztos nem a legtermészetesebb, de az a slrlség, amit ugy hi-
vunk, hogy Schnirelmann slrliség sok praktikus alkalmazassal ren-
delkezik.

A kovetkezo definicid Lev Schnirelmann-t6l, orosz matematikus-
tol szarmazik [1], [2] 1930-ban.

14.1 DEFINicIO. Legyen A C N U {0}. Ekkor az A halmaz
Schnirelmann sdrisége

o(A) = int U™

neN n

def

ahol A(n) = |[AN{1,2,...,n}|.

Vilagos, hogy o(.A) mindig egy nemnegativ egész szam. EI6-
sz0r két propoziciot allitunk.
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14.2 PROPOZICIO.
oc(A) >0<«<=1€ A és J¢c>0Vn.A(n) > cn.
14.3 PROPOZICIO.
oc(A) =1 <= A=N" vagy A= NuU{0}.

A 14.2 Propozicié bizonyitasa. El6sz6r azt bizonyitjuk, hogy ha
o(A) > 0akkor1l € Aés Jc > 0, amelyre A(n) > cn minden
pozitiv egész n-re. Valéban, ekkor

o(A) = inf UM AL

neNt n 1

Ha 1 € A, akkor A(1) = 0, azaz (14.1) alapjan azt kapjuk, hogy
o(A) < 0. De mivel o(.A) nemnegativ szam, igy c(A) = 0,
amely ellentmondas. Tehat 1 € A. Masrészt, ha o(.A) > 0, akkor
c = o(.A)-t irva azt kapjuk, hogy
Am) _ An)

= A(1). (14.1)

c = inf
neN+t n n

minden n € N*-re. Azaz
cn < A(n)
minden n € NT-re.

Kévetkezdben tegyik fel, hogy 1 € A és A(n) > cn minden

n-re. Ekkor
A
o(A) = inf ﬂ> inf c=¢> 0.
neNt n neNt
A 14.3 Propozicié bizonyitasa. Tegyuk fel, hogy o(A) = 1. Be-
bizonyitjuk, hogy A = N* vagy A = N* U {0}. Val6éban, legyen
n € NT. Ekkor
1= o(A) = int 2 AN

neNt n n
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gy

n < A(n).
Az A(n) definiciojabol adédban azt kapjuk, hogy 1,2,3,...,n €
A. Igy minden n € Nt esetén bebizonyitottuk, hogy n € A, amibdl
kovetkezik az éllitds. Az is vilagos, hogy ha A = Nt vagy A =
N+ U {0}, akkor

A
o(A) = inf 2 e M,
neNt 1N neNt n

Ezutan bebizonyitjuk Schnirelmann f6tételeit.

14.4 TETEL. (Schnirelmann) Ha A,B C NU {0} és0 € AN B,
akkor
o(A+B) >o0(A) +o(B)—o(A)a(B).

A 14.4 Tétel bizonyitasa. Ha o(.A) = 0, akkor a kdvetkezot kell
bizonyitanunk:
o(A+ B) > o(B).

Mivel 0 € A, igy
A+ B D B,

azaz az allitas trivialis. Feltehetjik, hogy o(.A) > 0. A 14.2 Pro-
pozicio szerint 1 € A. Tekintslink egy tetszdleges n € N-et, és
jeldljik A N [1, n] elemeit rendre

l=a1<ay<...<ar<n.
szamokkal. Ekkor k = A(n).

Ezutan felsorolunk néhany (de nem az 6sszes) elemet A + B
halmazbdl.
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Mivel 0 € B

a; +0=a; € A+B hai=1,...,k.

0 1 as a; ait1 ag n

|
ai /(
€eA+B
Vannak tovabbi elemek is A+ B halmazban. Az =1,2,...,k—1

szamokra tekintsik az a; + b elemeket, ahol b € Bés 0 < b <

;41 — Qj;.

0 a,;\bf" ;i1 n

A fenti elemek mindegyike az (a;, a;11) részintervallumba esik
és e A+ B.

Veégul tekintsik azokat az elemeket, amelyekre
ar+b, beB, b<n-—a.

Minden ilyen tipusu elem az (aj,n] részintervallumba esik és
e A+ B.

0 aL~"n
Hany elemet soroltunk fel eddig?
a;, € A+B, i=1,...,k, k= A(n) darab elem,
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a;,+bec A+B, i=1,...,k—1, bec B, 0<b< a1 —a;
régzitett i-re, B(a;+1 — a; — 1) darab elem,
ap+be A+ B, beB, 0<b<n-—ax B(n—ax)darabelem.

igy az A + B N [1, n] halmazban az elemek szama legalabb

k—1
(A+B)(n) > A(n) + > _B(aiy1 — a; — 1) + B(n — ay).

Ekkor
(A+ B)(n) > Am) + 0 (8) - (Y (@i —ai= 1)) + 0(B) - (n — o)
= A(n) + o(B) - (n — A(n))
= An)(1 — o(B)) + o(B) - n.
Itt 1 — o (B) pozitiv vagy 0 és A(n) > o(A)n, azaz
(A+B)(n) 2o0(A)-n-(1—0(B))+0o(B) n
= (0(A) + o(B) — oc(A)a(B)) - n.

Ekkor A(n) > o(A)n-t hasznalva kapjuk, hogy
(A+ B)(n)

n

o(A+B) > o(A) + o(B) — o(A)o(B).

> o(A)+ o(B) —o(A)o(B) mindenn > 1-re,

Ezutan a kdvetkez6t bizonyitjuk:
14.5 TETEL. (Schnirelmann) Ha A,B C NU {0},0 € AN B és
o(A) +0o(B) 21,

akkor
o(A+ B) =1.
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A 14.5 Tétel bizonyitasa. A 14.3 Propozicié szerint:
c(A+B)=1 <= VneN", nec A+ B.
Ez utdbbit fogjuk bizonyitani.

|. Eset: n € AU B.

Han € A, akkorn =n+0 € A+ B.

M M

A B

Ha n € B, hasonldan kapjuk, hogy n € A + B.

Il. Eset: n € AU B. Ekkor n > 1, kiilbnben

1 AUB
1A 1¢B
A1) =B(1) =0
A1) _ B@A)
1 1
Ekkor o(A)+o(B) = 0, de a tétel feltételei miatt o (A)+0o(B) > 1.
igy belattuk, hogy n > 1. Ekkor

o(A) =oa(B) = 0

An) +B(n) > o(A)-n+o(B) -n=(c(A) +0o(B))-n>n.
A fenti alapjan és n ¢ A U B miatt
A(n) = An—1), B(n) =B(n—-1), A(n—1)+B(n—1) > n.

Minden a € A, 0 < a < n — 1-re tekintsik a-t, €s minden
b e B 0<b< n— 1-retekintsik n — b-t. Ezek a szdmok az
{1,2,...,n — 1} halmazban vannak és szamuk

An—1) 4+ B(n —1) > n.
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A skatulyaelv szerint l1étezik a € A és b € B, melyekre
a=n—b — a+b=n, ne A+ B,
ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik.
Sok-sok éven at fenndllt a sejtés, hogy vajon az
oc(A+B) > 0(A) +o(B) —o(A)o(B)
egyenldtlenségben a ,—o(A)o(B)” tag elhagyhaté-e.

1932-ben Khintchin [3] jelentds részeredményt ért el abban az
esetben, amikor o(A) = o(B). Végul Mann [4] bizonyitotta be a
sejtést 1942-ben.

14.6 TETEL. (Mann, 1942) Ha A, B C NU{0} és0 € ANB, akkor

oc(A+ B) > min{l,0(A) + o(B)}.

Minden bizonnyal a kombinatorikus szamelmélet egyik leghasz-
nosabb tétele, ugyanakkor nagyon komplikalt, igy itt kihagyjuk a bi-
zonyitast.

Hivatkozasok
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15. Brun szita

Viggo Brun kifejlesztette Eratoszthenész szitajanak egy altalano-
sitasat a szazad elsd negyedében, amelynek segitségével j6 becs-
lések adhatdak egy A halmaz elemszamardl, ahol az elemek nem
oszthatdk a pq, ..., pr. primszamok egyikével sem feltéve, hogy a A
"szabalyosan van eloszolva" modulo a fenti primek (lasd [1] és [2]).

Brun szitajat hasznalva j0 néhany Goldbach sejtéshez kdtddo
eredmény igazolhaté. igy példaul, hogy minden természetes szam
felirhatd két olyan szam 6sszegeként, melyeknek primtényezds fel-
bontasaban legfeljebb 9 darab prim szerepel (Id. [3]).

Tovabba, Schnirelmann bebizonyitotta, hogy minden egész
szam felirhatd legfeljebb 800 000 darab prim &sszegeként. Ezt az
eredményt a kdvetkezd fejezetben targyaljuk részletesen.

A fejezet megirasa soran foképpen [5]-t és [6]-t hasznaltam.

A j6l ismert logikai-szita formula az els6 1épés Brun becslésének
bizonyitasahoz.

15.1 LEMMA. Tegylk fel, hogy adott egy véges A halmaz, N darab
elemmel, ahol bizonyos elemek rendelkeznek a Ty, Ts, ..., T, rossz
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tulajdonsagok kézil néhannyal. Jelblje N; i, azon elemek sza-

mat, amelyek a T;,,T;,, . . . , T;, rossz tulajdonsagokkal rendelkez-
nek. Ekkor a jo elemek szamara (amelyek nem rendelkeznek rossz

tulajdonsaggal) tudjuk, hogy

G =N + i(—l)k Z Ni,ig,ine (15.1)
k=1

<1<t <o <1 <7

A 15.1 Lemma bizonyitasa. Két tényt kell igazolnunk:
1. Minden j6 elemet egyszer szamoltunk.

2. A rossz elemeket 0-szor szamoltuk.

Az 1. éllitas trivialis, hiszen a j6 elemek csak az els6 tagban szere-
pelnek.

A 2. allitas igazoldsahoz, tegyik fel, hogy egy rossz elemnek
pontosan £ darab rossz tulajdonsaga van (ekkor » > £ > 0).

Ezek a rossz tulajdonsagok: T},,...,Tj,. Az (15.1) képletben
szerepld multiplicitast ugy kapjuk, hogy megnézziik, hogy hanyféle-
képpen vehetlnk egy 44, ..., i részhalmazt a 34, ..., 7, halmazbdl, s
ezt (—1)F sullyal vesszik.

£

Ez 6sszesen (;

) lehet6ség, ami azt jelenti, hogy egy rossz ele-
met 0sszesen

£
S0t (,)
k=0
darabszamszor szamoltunk. De a binomialis tétel szerint a fenti ki-
fejezés (1 — 1)* = 0, amely bizonyitja a 2. allitasunk.
Ha ranézink (15.1)-re, azt latjuk, hogy a szumma rengeteg ta-
got tartalmaz (6sszesen 2" darabot), amely tul soknak bizonyult a
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lemma alkalmazésai soran. Habar egy Ugyes Otlettel jelentdsen le-
csOkkenthetjik a tagok szamat.

15.2 LEMMA. A logikai szita formula jelbléseit hasznalva, a jo ele-
mek G szamara azt kapjuk, hogy

2t—1

N + Z(—l)k Z Niigin < G
k=1

<1<t < <1 <7

2t
<N + Z(—l)k Z Ni,ig,ine
k=1

<1<t < <0, <1
mindent € Nt -re.

Ezt akar ugy is mondhatjuk durvan, hogy a "-"-ok utan megallva
alulrél, a "+"-ok utan megallva fellilrdl becsulink.

A 15.2 Lemma bizonyitasa.: Két tényt kell igazolnunk:
1. Mindkét szummaban minden j6 elemet egyszer szamoltunk.

2. Minden rossz elemet a baloldali szummaban < 0 sdllyal, a
jobboldali szummaban > 0 sullyal szamoltunk.

Itt az 1. allitas trivialis.
A 2. dllitashoz azt kell igazolnunk, hogy:

S =c(3)

k=0
A bizonyitas nagyon egyszerien lathat6 j szerinti indukciéval, és

a () + (7)) = (") osszefiiggéssel. Ezzel a lemma bizonyitasat

befejeztlk.

Ezutan ténylegesen ratérink a Brun szita leirasara.
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A kdvetkezdkben a logikai szita formulat hasznaljuk (Id. Lemma
15.2), de kissé U] jel6lésekkel.

Legyen A egész szamok egy halmaza, és jeldlie Ay az A hal-
maz azon elemeinek a szamat, melyek oszthatbéak d-vel. Tovabba
jeldlje w(d) a d szdm kulénbbzd primosztdinak a szamat.

Tegyuk fel, hogy szeretnénk A azon elemeinek a szamat becstil-
ni, melyek nem oszthatbéak a p, p2, - . ., pr primek egyikével sem.
Jelblje T; azt a ,rossz” tulajdonsagot, ha A egy eleme oszthato6 a p;
primmel. Ekkor a 15.2 Lemma szerint:

Y. o w@Ad<)y Y 1< ) p(dAs

d|p1p2---pr a€A pitfa,pafa,...,pria d|p1p2---pr
w(d)<2t—1 w(d)<2t
(15.2)
Idedlis esetben A, elemszama a kdvetkezovel becsiilheto:
m(d
X % + Ry, (15.3)

ahol m(d) egy multiplikativ figgvény, X egy konstans, amely értéke
csak az A halmaztdl figg, Ry pedig a ,hibatag”, amely a ,fétag”
X ™9 hez képest kicsi.

Miel6tt tovabbmennénk két példat mutatunk A, becslésére.
Eldszérlegyen A = {a: 1 < a < x} . Vilagos, hogy
€T
Ag = 7 + Ry, (15.4)

ahol |R4| < 1. Azaz (15.3)-ban vehetjik X = z-nek és m(d) = 1-
nek.

A masodik példdban A = {n(n+2): n € {y,y+1,...,x}}.
Legyen d négyzetmentes egész szam. Ekkor az

n(n+2) =0 (mod d)
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kongruencianak m(d) darab megoldasa van a kinai maradéktétel
alapjan, ahol m egy multiplikativ figgvény, és m(2) = 1 valamint
m(p) = 2 ha a p primre p > 3. Vilagos, hogy

A= -»™? 1 R, (15.5)

ahol |Ry| < 2¢(d),

Térjunk vissza az altalanos esetre. Ha (15.3) fennall, akkor:

> wdi= 3w (x4 R))

d|pip2-+-pr d|p1p2---pr
w(d)<h w(d)<h

=X > u(d)ero > R4

d|p1p2:+-pr d|pip2-pr
w(d)<h w(d)<h

(15.6)

A kovetkezokben " qip,py--ps u(d)#-t becslljik. Legyen egy-
w(d)<h
elére u > 1 tetszdleges valds szam, amelynek értékét késobb rog-

zitjik. Ekkor u®(® =" > 1 ha w(d) > h. Igy:

> ow@™? = s @™ ol v ™
d|p1p2---pi d|p1p2---pr d|p1p2---pr
w(d)<h w(d)>h
= > u(d)erO > Mu“’(d)_h>
d|p1p2---pk d|p1p2-+-pk d
T o(ve )
d|p1p2---pk d|p1p2-+-pk
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Itt az 6sszegek felirhatdéak mint Euler szorzatok, azaz:

m(d)
> uu(cl)L
d|p1p2---pr
w(d)<h
pG’P p pe'P p
=T (1 - —(p)> +O (u™]] (1 + —m(p)> :
pG’P p pE’P p
ahol P jeldli a p1, p2, - . - , Pr. Primek halmazat.

Ezutan régzitstik u-t az u = h/ (ZPGP log (1 + m(p))) képlet-
tel acélbdl, hogy a hibatagot minimalizaljuk. Ekkor

3 u(d)m(d) H<1_ﬂ> o<hzm(1’))h.

d|p1p2--prk pEP pep P
w(d)<h

A fentit, (15.2)-t és (15.6)-t hasznalva kapjuk, hogy

L) o [fom)

a€A pita,pafa,....pla peP pep P

+0 Z R, (15.7)

d|p1p2--pr
w(d)<h

hau = h/ (ZPG'P log (1 + #)) > 1.

A kovetkezokben két alkalmazast mutatunk be. Eldszor csak az
x-nél kisebb primek szamat becsuljik.

Ha P jel6li azon primek halmazat, melyek y-nal kisebbek és
A = {1,2,...,x}, akkor (15.7) jobboldala felsd becslést ad a pri-
mek szamara y és x kdzott.
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De (15.4)-ben lattuk, hogy m(d) = 1 és |Ry4| < 1. El8szér a
két hibatagot becsuljik. Itt Mertens tételeire [4] lesz szUkséglnk. A
kdvetkezdkben a szumma primeken fut.

15.3 LEMMA. (Mertens elso tétele)

1
Z ng—logn <2

p<n p

han > 2.

15.4 LEMMA. (Mertens masodik tétele)

1

lim (Z — — loglogn — M) = 0.

n—oo p
p<n

Itt M az un. Meissel-Mertens konstans (Id. A077761). Még pon-

tosabban igaz, hogy a limesz alatti kifejezés abszolut értékben nem

haladja meg
4 2

log(n + 1) + nlogn
értéket barmilyen n > 2 esetén.

15.5 LEMMA. (Mertens harmadik tétele)

1
lim logn H (1 — —) = e 7 =~ 0.561459483566885,

n—oo
p<n p

ahol v az un. Euler—Mascheroni konstans (Id. A001620).

Mertens tételei itt nincsenek bizonyitva, de megjegyezzik, hogy
pl. az elsd két tétel bizonyitasa megtalalhaté a kapcsoléd6é Wikipé-
dia oldalon: link.
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Térjlink vissza a y és x kdzo6tti primszamok becsléséhez. Ehhez
az (15.7)-t hasznaljuk, megfeleld h valasztassal.

A (15.7) képletben a masodik hibatag yt-val becsilhetd, és
Mertens tételeit hasznaljuk a tébbi tag becslésére. (Ekkor ugye tud-
juk, hogy m(d) = 1). Azaz:

e 7+ o(1
()+
log y

m(z) — w(y) < @ v O( loglogy)" + O(y").

Ha csak olyan primszamokra vagyunk kivancsiak, amelyek nem
haladjak meg az x-t, akkor y-t is rogzithetjik pl. a kbvetkezdvel:
y = x'/(20)leelogz |agyen tovabba h = cloglog x (igy egy kozel
optimalis felsd becslés kapunk a fenti egyenlotlenségben). Ez alap-
jan:

n(@) = O("E ),
amely ugyan a vartnal egy loglog x szorzéval rosszabb, de mar

messze nem ftrivialis eredmeény.
A kovetkezdkben az ikerprimek szamara adunk felsd becslést.

Jeldlje P megint az y-nal kisebb primek halmazat, és definialjuk
Ahalmazt A = {n(n +2): n € [y, x]|}-val.

Megjegyezziik, hogy ha p | n(n + 2) egy p € P primre, akkor
n €s n + 2 nem lehet egyszerre prim. Ezutan a (15.7)-ben szerepld
becslést hasznaljuk, ahol m(2) = 1is m(p) = 2 hap > 2. Szintén
tudjuk, hogy |R4| < 2«(9). Akarcsak az el6bb azt kapjuk, hogy

C
(log y)?
ahol m,(x) jeldli az x-et meg nem haladé ikerprimek szaméat. Rog-

ma(e) = ma(y) < @ + 2O(; loglog )" + O((2y)"),

zitsik h = clogloga-t és y = a'/(29o=k=t, Ekkor azt kapjuk,
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hogy

z(log log x)?
(log z)?
(Itt azt is hasznaltuk, hogy 1 — 12—) < e~2/P valamint Mertens tételeit.)

A fenti eredménybdl Abel atrendezéssel Brun levezette, hogy a

> ppt2 primek = + 15 Kifejezés konvergens:
DR e
p,p+2 primek p p+2 p,p+2 primek p
— ma(z — 1
< zw: () ;72(513 )
= zw:m(m) (i T i 1)
<Y ”l(f)

(log log x)?
< ; z(log x)?

< oo.
Az ikerprimekre adott felsé becslés: (log log x)? rosszabb a var-
hatéan legjobb értéknél. Tovabb fejlesztve a fenti "egyszerl" Brun

szitat, amint azt Brun tette, a (log log x)? tényez6 elhagyhaté. Ez a
"teljes" Brun szita jéval komplikaltabb.

Az alapgondolat réviden: kiindulé formulank volt

> w(dAg<SAP) < D> p(d)Ag,
d|p1p2---pr d|p1p2-pr
w(d)<2t—1 w(d)<2t

ahol S(A,P) = > aca 2 pijapsia,..mta 1+ EZ @ KOvetkezo alakban

137



is irhato:

Z x1(d)pu(d)Aq < S(A,P) < Z x2(d)p(d)Ag,
d|p1p2-+-pr d|p1p2--pi

(15.8)
ahol

+1 haw(d) <2t —1,
xz2(d) =
0 haw(d)>2t-—1,

x1(d) = { { +1 haw(d) < 2t,

0 haw(d) > 2t.
(15.9)

Cél e x1, x2-t olyan mas x1, x2-vel helyettesiteni, melyre:
a) A x1,x2 tovabbra is eleget tesz (15.8)-nak.
b) x1(1) = x2(2) = 1.

c) xi(d) € {0,1} minden d | pip2---pr-ra és ¢ = 1-re vagy
1 = 2-re.

d) Ez az 0 x1, x2 jobb becslést ad S(.A, P)-ra.

Brun talalt ilyen x1, x2-t, de a bizonyitasa rendkivil komplikalt.
Itt csak egy olyan kildndsen fontos és altalanos esetet mutatunk,
mely a fenti mddon bizonyithaté:

15.6 TETEL. Legyenk € N, a1,by,...,ax, b, € Z €S (a;,b;) = 1

1 =1,2,...,k-ra. Tovabba

k
o H a; H (arbs — asb,) # 0,

1=1 1<r<s<k

0<€<1,yER,2§y§w,zd:efys,

k
Ad:ef{H(ain—l—bl): neN,z—y<n<azx}

1=1
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€s
PE {p: 0<p<z pprim}.
Tegylk fel, hogy a

[[(@in+b1) =0 (mod h)

=1

kongruencianak m(p) darab megoldasa van. Ekkor

S(A,P)=|{a: a€ A, (a, [[ p) =1}

peEP

1\ m(p)—k y
ol T (1-) )_
= k
(pIE, p<y p (log y)

ahol a ¢ konstans csak k-tol és e-tdl flgg.

Nem bizonyitjuk a tételt, de mutatunk két fontos alkalmazast. Az
elsdben Iegyen k = 2,a; =1, b, = 0,as = 1,b2 =2,y =x,e =
1/2. Ekkor azt kapjuk, hogy:

15.7 KOVETKEZMENY.

m(@) E {p: 0 <p < w, p,p+ 2primek} < ;-
(log @)

A masodik alkalmazasban k = 2,a; = 1,b; = 0,a3 = —1,by =

xr,y = x,e = 1/2-t valasztunk, és ekkor a kdvetkezot kapjuk:

15.8 KOVETKEZMENY.

xr
(log z)?’

. 1
{(p,q) : p+4q==,0<p,qgprimek}| < [] (1 + 1_7>
plz

Ez utébbi kdvetkezmény fontos szerepet fog jatszani a kdvetkezd
fejezetben.
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16. Részeredmények a Goldbach sejtéshez
vezeto uton

Christian Goldbach, német matematikus tdbbek kdzt a primsza-
mok 0sszegét is tanulmanyozta. 1742. junius 7-én Leonhard Euler-
nek irt levelében vetette fel a hires Goldbach-sejtést. Az alabbiak az
akkori Goldbach-sejtés modern valtozata:

16.1 SEJTES. (erds Goldbach-sejtés) Minden n > 4 paros szam
felirhatd két primszam 6sszegekeént.

16.2 SEJTES. (gyenge Goldbach-sejtés) Minden n > 4 szam fel-
irhato legfeliebb harom primszam ésszegeként.

Fontos megjegyezni, hogy a gyenge sejtés kdvetkezik az erds-
bdl: ha n paros, akkor az erds Goldbach sejtés azt allitja, hogy n
két prim 6sszege. Ha n paratlan, akkor n — 3 paros szam, igy n — 3
két prim 6sszege, €s ekkor n harom prim 6sszege.
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Alabb Goldbach egy levele olvashatd, melyet Eulernek irt (bar ez
nem az a levél, amelyben hires sejtését megfogalmazta, de minden-
képpen van térténeti érdekessége).
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A Goldbach-sejtésrdl és kapcsolddd részeredményekrdl boveb-
ben a kapcsolédd Wikipedia oldalon [8] is olvashatunk. Most pusz-
tan annyit emlitink meg, hogy a gyenge sejtést Vinogradov [7] bizo-
nyitotta elegendden nagy primekre, és késobb Helfgott [1], [2] min-
den 4-nél nagyobb szamra, de ez utdébbi eredmeények még lektoralas
alatt vannak.

Habar Helfgott eredménye megoldja a gyenge Goldbach sejtést,
térténelmileg szamos azt megel6zo 1épés sziiletett a sejtés megol-
dasa felé vezetd uton. Ezek kézil talan leghiresebb Schnirelmann
[5], [6] eredményei, aki bebizonyitotta, hogy minden 1-nél nagyobb
szam felirhatd legfeljebb 800 000 darab prim 6sszegeként.

Ebben a fejezetben ezt az eredményt targyaljuk [4] alapjan.
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16.3 DEFINicIO. Ha A C N U {0} olyan halmaz, hogy minden ter-
meészetes szam felirhato legfeljebb k darab A-beli elem dsszege-
ként, akkor A-t k-adrend(i bazisnak hivjuk. Ha ez csak elegendben
nagy termeészetes szamokra igaz, akkor A-t k-adrend(i aszimptoti-
kus bazisnak hivjuk.

16.4 TETEL. (Schnirelmann) A primek aszimptotikus bazist alkot-
nak. Mas szdval, létezik olyan k, hogy minden elegendbéen nagy n
természetes szam felirhato legfeliebb k darab primszam &sszege-
kent.

A bizonyitas a kdvetkezd két 6nmagaban is érdekes tételen ala-
pul:
16.5 TETEL.

€Zr
(log z)?’

] 1
{(p,q) : p+qg=2,0 < p,qprimek}| K H (1 _|_1_)>

plz

Ez a tétel a 15. fejezetbeli 15.8 Kdvetkezménye, amelyet bar

nem igazoltuk teljes részletességgel, de ismertettiik a szikséges
eszkOzoket.

A masik fontos eszkéz a Schnirelmann-féle 6sszeghalmaz tétel
lesz és azok kiterjesztései is. EI6szor a kdvetkezot fogjuk bizonyita-
ni:

16.6 TETEL. (Schnirelmann) Létezikc > 0 €s xq, hogy hax > x,
akkor legalabb cx darab olyan n természetes szam létezik, melyre
n € [1,x] és n felirhatd n = p + q alakban, ahol p és q pozitiv
primek.

A 16.6 Tétel bizonyitasa. Mincen n € [1, x]-re jeldlje g(n) a

P+q=mn,
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egyenlet megoldasszamat, ahol p és q pozitiv primek. Tovabba le-
gyen
A={n:n < z,g(n) > 0}.

Azt kell bizonyitanunk, hogy
| A| > cx.

Ehhez legyen

5= g (= L am).

ncA n<zx

A bizonyitas soran alsé és felsd becslést adunk S-re, a két becslést
dsszevetve addédik majd a tétel allitasa.

Lassuk tehat S alsé becslését!

A Cauchy—Schwarz egyenldtlenség szerint:

5= o' 2 (% o)

necA ncA

Itt

xr

S gm =Y am=3 ¥ 1= ¥ 1

ncA n=1p+g=n pt+q<z
x
> 3 1=7(3)
Pq<3

A primszam tétel szerint tudjuk, hogy = (x) > ﬁ, igy

2 9(m) > (31:g az>2 - %(1022:1:)2'

ncA

Ebbdl adéddan

S I A |
81 (log )4 |A|
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A 16.5 Tétel alapjan

g(n) <<H<1+%)- -

B
1 (log n)

2

S=) ¢n< ZH<1+%>2- -

4
n<x n<z p|n (log n)

. 2 . 7 - rr .
Mivel az > fuggveny monoton névekvd az [1, x] intervallumon,
2

(log n)*
igy (logn)4 g (1 . Tehat

sl (13)

4
(log x) e pin

Itt (1 + %)2 < (1 + %) e!/?” mivel

(1_|_l)2 2 1
p) _1tptee
142 142

1/p?

1
— 14 —.
p? 1+2 p?

Azaz

2 (e5)

n<z p|n

(log )
A kovetkezOkben [] ,,, ( p) e'/P*-t becslljiik:

2

1) 1)

pln p pln p

<1+

pln
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2k
p’l:l e p’l,k

DiyseeesPig, T2
Z ow(d)
dln d
ln(d)|=1
fgy:
zw(d)
(log x)4 T;B Z
Iu(d)l 1
332 2w(d)
LK -— 1
(log x)4 ; dzh;
ln(d)|=1 n<z
x> 2«(d) g
L — - =
(log x)4 L_; d d
ln(d)|=1
w3 zw(d)
(log x)*4 = d?
ln(d)|=1
3 zw(d) 3 oo 2w(d)
L —0 <
(log x)* (;B d? (log x)* ; d?
x3 2 x3 2
R 1 S P 62/1)
(log z)* H ( " p2> (log z)* H
CL‘3
< (log )"

Az S-re adott also és felsd becslést 6sszevetve kapjuk, hogy:
s« ®
(logz)* |A| (log x)*

J
x < |A].

Ezzel a tétel allitasat belattuk.
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A kovetkezokben egy olyan tételre lenne sziikség, mely sze-
rint, ha egy halmaz pozitiv sliriségll és eleget tesz bizonyos fel-
tételeknek, akkor aszimptotikus bazis. De miel6tt bevezetnénk
az aszimptotikus slrliség fogalmat, térjiink vissza egy kis idore a
Schnirelmann slrliségre. Emlékeztetoképpen:

Egy A halmaz Schnirelmann slrliségét a kbvetkezoképpen de-
finialjuk:
o(A) = inf M)

neNT n
Az alabbit fogjuk bizonyitani:

16.7 TETEL. (Schnirelmann) Ha A C NU{0} éso(.A) > 0, akkor
A U {0} (véges rendi) bazis.

A 16.7 Tétel bizonyitasa. Legyen Ay, = AU {0}. Ekkor o(Ap) >
0. A kdvetkezot fogjuk bizonyitani:

16.8 LEMMA.
o(kAg) > 1 — (1 —o(Ap))"

A 16.8 Lemma bizonyitasa. A lemmat indukcidval igazoljuk. Ha
k = 1 a lemma allitdsa trivialis. Tegylk fel, hogy a lemméat mar
belattuk k = n-re és be szeretnénk bizonyitani k = n + 1-re. Ekkor
a 14.4 Tétel alapjan:

o((n+1)Ay) = o(nAy + Ap)
> o(nAg) + o(Ag) — o(nAg)o(Ay)
= o0(Ay) + o(nAy)(1 — o(Ap))
> o(Ao) + (1 — (1 — o(A0)") (1 — o (Ay))
=1—(1—-0o(A)".
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Térjunk vissza a 16.7 Tétel bizonyitasahoz. Mivel o(Ay) > 0
tudjuk, hogy
1
ke (1—0o(A)) < 2’
Ekkor:
" 11
o(koAp) >1—(1—0(Ap))" > 1—525.
A 14.5 Tételt hasznalva A = B = kq.Ap-ra kapjuk, hogy

o(2koAp) = 1,

amely szerint (Id. 14.3 Propozicid) Ay bazis. Ezzel a bizonyitast
befejeztlk.

Eddig azt bizonyitottuk, hogy ha a primek halmazat P-vel jeldl-
juk, akkor P +~ P = 2P az egész szamoknak egy pozitiv szaza-
|ékat tartalmazza (Id. 16.6 Tétel). Most egy olyan tételre van szik-
ség, hogy ha egy A C N U {0} halmaz pozitiv sUrliségl, akkor A
aszimptotikus bazis.

Egy A halmaz k-adrendl aszimptotikus bazis, ha 3 ngy, melyre
kA:A+A+.+A2 {no,n0+1,n0+2,...}.

Ha 2P egy k-adrendl aszimptotikus bazis, akkor P egy 2k-adrendi
aszimptotikus bazis:

(pr+aq)+(p2+q)+...+(Pr +qr) =n, n > n.

\ . g
~"

Ez 2k darab primszam 6sszege

Sajnos olyan tétel nincsen, hogyha
A CNuU{0}
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halmaznak pozitiv a slrlisége, akkor .A aszimptotikus bazis.

Lassunk néhany ellenpéldat.

A = {a : a péaros}.

Ekkor A-nak pozitiv stirisége van, de k.A csak a paros szamokat
tartalmazza. Hasonléan lathatd, hogy

A={a:3]a}.

esetén A csak a 3-mal oszthaté szamokat tartalmazza. Az ilyen
tipusu konstrukcidkat elkertilendd, musz4j feltenni valamilyen relativ
primségi kikdtést .A-ban.

A legegyszerlbb ilyen kikdtés az pl., ha feltesszik, hogy .A tar-
talmaz két egymast kévetd elemet. El6szdr egy definicid kdvetkezik.

16.9 DEFINicIO. Ha A C N U {0}, akkor legyen

A(n)ﬁ‘{a:0<a§n, a € A}|.
Ezt az A(n) fliggveényt szamlalo fliggvenynek nevezziik. Ha A vég-
telen halmaz, akkor

d(A) & Jim inf 2™

n—00 n

d(A) 2 Jim sup M

n—00 n

Ezek az értékeket aszimptotikus also és felsé siirliségnek nevezziik.
Ha d(A) = d(.A), akkor a kézbs érték az aszimptotikus sirliség.
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16.10 TETEL. (Schnirelmann) Ha az A C N U {0} halmazra telje-
sul, hogy

a) d(A) >0,
b) 3 ag, amelyre ag, a9 +1 € A,
akkor A aszimptotikus bazis.

16.11 KOVETKEZMENY. A primszamok aszimptotikus bazist alkot-
nak.

Azaz a 16.4 Tétel allitasat megkapjuk, mint egy altalanosabb té-
tel kdvetkezmeényét.

A 16.11 Kévetkezmény bizonyitasa. A 16.6 Tétel szerint d(2P) >
0. Vilagos, hogy 4,5 € 2P mivel4 =2+ 2és5 =2+ 3. A16.10
Tétel hasznalva megkapjuk, hogy 2 P aszimptotikus bazis. De ekkor
P is aszimptotikus bazis.

A 16.10 Tétel bizonyitasa. A tétel feltételei szerint létezik aq, mely-

re
ap,a9 + 1 € A.
Legyen
BE (b:beNU{0},a0+bec A,
Ekkor
d(B) = d(A),
(0,1} € B

A 14.2 Propoziciét hasznalva kapjuk, hogy o(B) > 0. Ezutan a
16.7 Tétel szerint B véges rendl bazis.

Jeldlje k ennek a B bazisnak a rendjét. Ekkor A egy k-adrendi
aszimptotikus bazis. Valéban tegyik fel, hogy n > kao. Ir-
juk n = kao + x alakban. Mivel B egy k-adrendl bazis létezik
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bi,bs,...,br € B, melyekre
b1 + b2+ -+ by = .
Ekkor
(ap +b1) + (ap + b2) + -+ -+ (ap + bx) = kap + ¢ = n.

A B halmaz definicidja miatt ag + b; € A, azaz n felirhaté k& darab
A-beli elem 8sszegeként. Ez minden n > kao szamra igaz, vagyis
A valéban aszimptotikus bazis.

Schnirelmann bizonyitasa nyoman felsd becslést adhatunk a a
bizonyitasban szerepld alkalmazott konstansokra, és igy azt is meg-
kapjuk, hogy minden 1-nél nagyobb természetes szam felirhato leg-
feljebb 800 000 darab prim dsszegeként.

Mann tétele (Id. 14.6 Tétel) a kombinatorikus szamelmélet egy
alapveto tétele.

Nagyon szép tétel, de Schnirelmann strliséget hasznal, ami egy
kicsit mesterséges fogalom.

Erdemes egy hasonlé jelleg( tételt megfogalmazni, amely a Sch-
nirelmann strlség helyett az aszimptotikus slriiséget hasznalja.

Ez Kneser tétele [3], egy nagyon szép tétel, sok érdekes alkal-
mazassal:

16.12 TETEL. (Kneser) Ha Ay, ..., A; C NU {0}, akkor

n

(> d(Ao) + ... + d(Ax))

d(Ayp + ...+ A;) > liminf

vagy 3 g, ag, . ..,ar € N melyekre:
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1) Minden A; halmazt tartalmaz egy A;" halmaz, mely a; darab
mod g maradekosztaly unidja.

2) Az Ay + ...+ A, halmazban csak véges sok olyan elem van,
amely nem szerepel Ay + ...+ Ay halmazban.
o+ ...+ar—k
7 :
A bizonyitas rendkivil komplikalt, igy kihagyjuk a jegyzetben.

3) d(Ag+ ... +A) > 2
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17. Multiplikativ problemak

Ahogy az eddigiekben lathattuk a kombinatorikus szamelmélet-
ben nagyon sok kilénbdzd tipusu tétel szerepel. Most [10] alapjan
olyan problémakat fogunk tanulmanyozni, amelyekben valamilyen
értelemben szerepel multiplikativ vonas.

El6szdr olyan A halmazokat vizsgalunk meg, melyekre a 2.4 =
A + A dsszeghalmaz mérete nem nd meg jelentdsen.

Kénnyl megadni egy ilyen .4 halmazt, vegylk példaul a szamta-
ni sorozatokat De vajon 6k az egyetlenek? 1962-ben Freiman teljes
valaszt adott a fenti kérdésre.

Ehhez nézzlnk egy 0j definicidt:

17.1 DEFINiCIO. Legyen ki,...,kq € N, ki,...,kqg > 2,
Uy Viy.o. Vg € Z ES

d
Mg{U-I—Zwi’l)i:wie«{l,...,ki}, ’I::]_,...,d}.

1=1
Ekkor M -et egy d dimenzids altalanositott szamtani sorozatnak hiv-
JUK.

Freiman a kdvetkezot bizonyitotta:

17.2 TETEL. (Freiman) Minden o > 1-re létezik c; = ci1(a) és
ca = co(«) konstans, melyekre igaz, hogy ha |2.A| < «l|.A|, akkor
létezik d dimenzios altalanositott szamtani sorozat, melyre d < ¢y,
AC Més M| < e|A|.

Freiman [4], [5] eredeti bizonyitasa exponencidlis 6sszegeket
hasznalt, és meglehetdsen komplikalt volt.
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Késdbb Ruzsa [8] megadott egy egyszerlibb bizonyitast, mely
grafelméletet és a hires Ruzsa-Plinnecke egyenlotlenséget hasz-
nalta.

Az érdekldddknek szivesen ajanlom Ruzsa Imre, ,Sumsets and
Structure” jegyzetének tanulmanyozasat [9].

1935 januarjaban Behrend [1] olyan halmazokat kezdett tanul-
manyozni, amelyekben nincs olyan elem, amely oszt egy masikat:

17.3 DEFINiCIO. Egy A C N halmaz akkor €s csak akkor primitiv,
ha nem létezik a,a’ € A, a # a’, melyrea | a’'.

Kérdés. Milyen siirli lehet egy primitiv halmaz?

A valasz nagyban flgg attol, hogy melyik striség fogalmat hasz-
naljuk.

Kellemes feladat az olvasé szamara, bizonyitast talalni a kévetkezd
tételre:
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17.4 TETEL.

max _ |A| = N.
AC{1,...2N},

A primitiv
Az el6zd tételt véges kérdésként fogalmaztuk meg. A kérdés érde-
kesebb a végtelen halmazok esetében. Eldszor egy Uj tipusu siri-

séget vezetlnk be:

17.5 DEFINicIO. Ha A C N és A egy véegtelen halmaz, akkor defi-
nialjuk a logaritmikus also sdriséget
3 1
5(A) = lim inf 22
log N
képlettel, és a logaritmikus felsé sdriiséget pedig a
3 1
3 A — i acA @
(A) = lim sup log N
képlettel. Ha a két slirliség egyenl6, azaz (6(A) = §(A)), akkor
a kézos értéket 5(A) = §(A) = 6(A) logaritmikus siirliségnek

hivjuk.
Ismert a kdvetkezd:
d(A) < 4(A) < 4(A) < d(A).
Behrend [1] a kdvetkezbt bizonyitotta:

17.6 TETEL. (Behrend) Ha A C {1,2,..., N} és A primitiv hal-

maz, akkor

Z 1 < log N
— c
aa v'1og log N

(17.1)

Vagyis az A halmaz logaritmikus siriisége 0. (Ez nem igaz a normal
sdrlség fogalomra, amely lehet1/2.)
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A bizonyitas érdekessége, hogy nem elég hasznalni extremalis
grafelméletet hasznalni, hanem szlikség van extremalis halmazel-
méletre. Az egyik a fo eszkéz a Sperner-tétel [11], amelyet itt nem
fogunk bizonyitani.

17.7 LEMMA. (Sperner-tétel) Ha S egy véges halmaz, |S| = r,
Ry, ...,R; az S halmaz részhalmazai, és

t > <[r;2]>, (17.2)

akkor letezik R; eés R; reszhalmazok, melyekrei # j és R; C R,;.

Mas szoval, ha elegendd szamu részhalmazunk van ((17.2) al-
litasa szerint), akkor azok k&z6tt van kettd, amelyek tartalmazzak
egymast.

Vegylk észre, hogy a (17.2)-ben a korlat a lehetd legjobb: Nincs
tartalmazasi kapcsolat az [r/2] eleml részhalmazok kézétt egy »
elemi halmaz esetében.

Sperner tételét nem fogjuk bizonyitani, csupan hasznaljuk.

157



Behrend tételének bizonyitasahoz, tegyUk fel, hogy c elég nagy,
és N > Ny, A C {1,2,3,..., N}, tovabba

1 log N
PEETL L
ea @ og log N

Megmutatjuk, hogy ekkor létezik a,a’ € A, melyekre a < a’ és

a|a.

Egy redukcids lépéssel kezdjik, amelyben redukaljuk a feladatot
olyan halmazokra, amelyek csak négyzetmentes szamokat tartal-

maznak. Minden a € A felirhaté egy négyzetszam és egy négyzet-
mentes szam szorzataként:

a = miQaa m, €N, |u(q.)| =1.

Ekkor (17.1) alapjan

log N
\/ loglog N — Z Z

acA

<1 1
— . 17.3
n’l,z:l m? a.aZEA da ( )

Mme=m

'm2 24,

Jelbljik a bels6 6sszeget S (m)-mel:

S(m) = Z —

Azt allitjuk, hogy létezik m € N, melyre

c log N
S(m) > — .
2 \/log log N

Ezt indirekten bizonyitjuk. Ha nincs ilyen m, akkor Vm & N-re tud-
juk, hogy

(17.4)

c log N
S(m) < — ,
2 log log N
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igy (17.3) alapjan kapjuk

. log N <i 12 log N
ViosTog N~ 2= mi2 /g log
72 ¢ logN log N
T 6 2/lglog N “Vioglog N’

amely ellentmondas. Tehat valéban létezik m, amely eleget tesz
(17.4)-nak.

Roégzitsiink most egy ilyen m-et és legyen

A(m) ={a: a € A, m, = m}
Q(m) = {q: m’q € A(m)}.

Vagyis Q(m) azon g-k halmaza, melyre m?q € A, ahol g négy-
zetmentes szam. Azaz ha

g9 € Q(m), g<d, qld, (17.5)
akkor
m?q, m*q’ € A(m) C A, m’q < m?’q’, m?’q | m?q¢,

vagyis van oszthatdsagi relacié A-ban. (Id. a = m?2q,a’ = m?q’).
igy elegendd olyan g, ¢’-t talalni, amely eleget tesz (17.5)-nek.

Tovabba g € Q(m) esetén m?q € A(m) C A, igy
m?q < N,

ahonnan
q < N.

Végqil, ha g € Q(m), akkor |u(q)| = 1.
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Azaz, ha Q@ = Q(m)-t irunk, akkor a kdvetkezo feltételek fenn-
allnak:

QcC{1,2,3,...,N},
1 C log N
S(m) = - > —- , (17.6)
( qequ 2 +/loglog N

Vq € Q négyzetmentes.

igy, ha (17.5)-t szeretnénk bizonyitani, akkor elegendd azt belatni,
hogy ha Q eleget tesz a fenti harom feltételnek, akkor

d¢,4' €Q, q9q<dq, q]q. (17.7)

Ezzel siker(lt a tétel bizonyitdsat négyzetmentes szamokra redu-
kalnunk.

Vezessik be a kdvetkezd jeldlést: minden n € N-re legyen

dQ(n)d:equ: qg € qQ, q|n}|

(azaz dg(n) megszamolja, hogy n-nek hany oszt6ja van Q-ban.)
A kovetkezdt fogjuk hasznalni:
17.8 LEMMA. Minden N > Ny-ra létezik n € N, melyre

. n<N

log N
2. d(n) > logﬁ)gN

d(n
3. dQ(n) > \/#%
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A 17.8 Lemma bizonyitasa. Indirekten bizonyitunk. Tegylk fel,
hogy nincs ilyen n. Ekkor Vn < IN-re legyen

log N
d(n) < _ o8V
log log N

vagy
log N
loglog N
De az utdbbi esetben a 3. tulajdonsag nem teljesdl, s igy

do(n) < d(n) d(n)

< <
Vlog d(n) log o8N

loglog N

d(n)
Vioglog N’

d(n) >

<2

Azaz:

Y do(n) < ) do(m)+ ) dg(n)

n<N n<N
log N d
d(n)glog FogN d(n)<2\/10g('1n(’))gN
log N

P>

d
log log N V' 1og log N Z (n)-
Ekkor

2 dm) =3 > 1=> ),

n<N n<N d|n d<N n<N
d|N
N
< — < 2N log N.
> 7 <2Nlog
d<N

Itt:

id( yo N8N L2 oNlgN
n o
— ? loglog N  +/loglog N &
log N
< BN——2 T (17.8)

v1log log N
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Masrészrol (17.6) alapjan:

N N
D da(m)=3 > 1=3% > 1
n=1 n=1 q|n qeQ n<N
q€qQ qln
N] 1N 1 1
q%;) [q w02a 2 q%;)q

1 c log N

N . —
2 2 /loglog N
_c log N

=-N .
4 +/loglog N

Amennyiben ¢ > 5, vagyis pl. ¢ = 20, akkor ez ellentmond (17.8)-

>

nek, és ezzel igazoltuk a lemmat (azaz belattuk olyan n |étezését,
melyre fennallnak az 1, 2 és 3 tulajdonsagok).

Tehat tekintsink egy n-et az 1, 2, 3 tulajdonsagokkal. Jelblje n
kalonb6z0 primosztoinak szorzatat v és legyen = = u, azaz

lo T a;—1 .

n —= p‘l)‘l ...pr (pl ..pg‘v‘_l) (pl ...pT) = uv,

ahol u € N, |u(v)| = 1. Vilagos, hogyha q négyzetmentes szam,
akkor g | n esetén q | v. Tehat

Nyilvanvalo, hogy d(n) > d(v), igy a 2. és 3. tulajdonsagok alapjan
(17.9)-bdl kévetkezik, hogy
d(n)

VIogd(n)

De mivel \/I‘:ﬂ flggvény monoton ndévo, igy

do(n) = do(v) >

d(v)

\/1og d(v)

do(n) = do(v) > (17.10)
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szintén igaz.

Mivel v = pyps ... p,, igy d(v) = 2". Ezt (17.10)-be irva kapjuk,
hogy
d()> 2" _ 1 2T>2T><r>
QLY Viog2r  log2+/rT = /T [r/2] )

Itt az utolsd egyenldtlenség Stirling formula kdvetkezménye.

Legyen ekkor v-nek Q-beli osztéi: q1, q2, . - . , g;. EKkor

t = do(v) > ([Jz]) (17.11)

Jelblje egy h négyzetmentes szam osztdinak halmazat P(h).
Ekkor:

17.9 PROPOziCIO. Négyzetmentes h és h’ szamok esetéen h | h'
csak akkor all fenn, ha P(h) C P(h').

Ezzel az elvvel az oszthatésagi relaciok vizsgalatat vissza lehet
vezetni tartalmazasi relacidk vizsgalatara, vagyis a feladat visszave-
zethetd kombinatorikara, specialisan a Sperner tételre. Ez a bizo-
nyitas fo otlete.

Tudjuk, hogy q1,...,q: | v esetén
P(Ql)ap(Q2)a' . '9P(qt) C P(v)a (17-12)

itt jeldlje a P(q;) részhalmazok szamat t. Ekkor (17.11) alapjan

t> ({r;2]>, (17.13)
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ahol r = w(v) = |P(v)|. Igy (17.12) és (17.13) alapjan alkalmaz-
hat6 a Sperner tétele S, Ry, ..., R; helyén P(v), P(q1),...,P(q:)
halmazokkal. A tételt alkalmazva kapjuk, hogy

3, j, © # j, melyekre P(q;) C P(q;)-

igy a propozicié alapjan g; | g;, azaz valoban van Q-ban oszthato-
sagi relacid, és ezzel a tételt belattuk.

Behrend tétele szerint ha A primitives A C {1,2,..., N}, ak-

kor
log N

1
PERFSL L
aa log log N

Kérdés. Milyen messze van ez a létezd legjobbtol?

Pillai [7] 1939-ban bebizonyitotta, hogy ha N > Ny(e) akkor
létezik A C {1,2,..., N} primitiv halmaz, melyre

1 ( 1 ) log N
27

Al log log N

Az altala megadott A halmaz a kdvetkezd volt:

A={a: a <N, Qa) = [loglog N|}.

Kénny( latni, hogy ez a halmaz valéban primitiv, hiszen a # a’,
a | a’ esetén Q(a) < 2(a’).

Erdds, Sarkézy és Szemerédi [3] azt is igazolta, hogy Behrend

7 7 7 1
tételében a konstans ¢ vehetd or + e-nek.

Véglil megjegyezziik, hogy Erdds [2] zsenidlis bizonyitast adott
a kdvetkezore:
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17.10 TETEL. Létezik ¢ konstans, hogy minden A C N primitiv

halmazra L
S o<
aca 410842
Sot, Erdds azt is sejtette, hogy
1 1
Z aloga < Z logp
acA g p prim plogp

2022-ben Jared Duker Lichtman [6] varatlanul megoldotta a fenti re-
ménytelennek tind sejtést. Munkaja lektoralas alatt van.

Az Erdods sejtések irant érdeklddd olvasdk tovabbi nyitott problé-
makat talalhatnak a kévetkezd Wikipédia oldalon: link.
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