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Bevezetés

A bevezetd elemi szamelmélet egyetemi kurzus utan se érdemes
a szamelmélet tanulmanyozasat abbahagyni, szamos olyan téma
van, ami még viszonylag egyszeriien elérhetd, és amelyeket akar ér-
demes megismerni a mélyebb szamelméleti tanulmanyok el6tt. Je-
len jegyzetben par ilyen fejezetet gyUjtdttink dssze.

Irodalom

A jegyzet megirasa soran széles kort irodalmat hasznaltunk, ki-
emelnénk ezek kdzul par kbnyvet az alabbiakban.

Erdds Pal, Suranyi Janos, Valogatott Fejezetek a Szamelmé-
letbdl, link.

Freud Rébert, Gyarmati Edit, Szamelmélet, link.
Gyarmati Edit, Turan Pal, Szamelmélet, link.

Gyarmati Katalin, Elemi Modszerek a Kombinatorikus Szamel-
méletben, link.

Gyarmati Katalin, Elemi Szamelmélet, link.

G. H. Hardy - E. M. Wright, An Introduction to the Theory of
Numbers, link.

Sarkbézy Andras, Szamelmélet, link
Sarkbézy Andras, Szamelmélet és Alkalmazasai, link.

Wikipédia, link.
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A részletesebb (tovabbi) irodalmat mindig az adott fejezet végén a
referenciajegyzékben tlntettlk fel, akarcsak az illusztrald abrak for-
rasat (kivételt képeznek ez aldl a sajat készitésl abrak).

Most nem épitettliink ra ugyan, de az érdeklédoknek szivesen ajanl-
juk a kévetkezd kényveket is:

Martin Aigner, Glnter M. Ziegler, Bizonyitasok a kényvbél, link.
Fried Katalin, Korandi Jozsef, Térok Judit, Szamelmélet, link.

Szalay Mihaly, Szamelmélet, link

Az olvasdknak kellemes idotoltést kivanunk!


https://edu.interkonyv.hu/book/33-bizonyitasok_a_konyvbol
https://ttk.elte.hu/dstore/document/879/Bevezetes_a_szamelmeletbe.pdf
https://www.typotex.hu/book/238/szalay_mihaly_szamelmelet

1. Par sz6 a Riemann sejtésrol

Hol hagytuk abba az el6z6 szamelmélet kurzust?

Akkor az alapokbdl indultunk ki; most: modern szamelmélet feje-
zeteinek ismertetése kdvetkezik. Valahogy igy:

Kombinatorikus
szamelmélet

Analitikus
szamelmélet,
exponencialis
osszegek,
harmonikus
analizis

Adddna, hogy linearisan haladjunk:

Analitikus
szamelmélet ,
komplex
filggvénytan

aloszinlségl
szamelmélet

Algebrai
szamelmélet,
diofantikus
egvenletek

v

Primszamelmélet
Diofantikus
approximacio
Geometrial
szamelmélet
Szamitdgepes
szamelmeélet

igy is fogunk haladni, de nem régtén, felsébb éven lesz par spe-
cialis szamelmélet targyunk, de elotte azért még mindig szlilkséges

bizonyos eldismeret.

Ahhoz, hogy a fenti fejezetekbe betekintést nyerjink két lehetd-

ségunk is van:



1. Ujra végigmenni az egyes fejezeteken, de most kicsit mélyebb-
re asni mint elsd éven

2. Elmélyedni 1 vagy 2 viszonylag hozzaférhetdbb tertiletben (pl.
kombinatorikus szamelméletben vagy geometriai szamelmé-
letben.

Alapjaban az els6 utat fogjuk valasztani: végigmegylnk az egyes
fejezeteken, de sulyozva azokat.

El6szdr a primszamelmélettel kezdjik. A terlileten az egyik leg-
fontosabb eredmény a kdvetkezo:

1.1 TETEL. (Primszamtétel)

@)
e

log x

A fenti tétel nagyon sokaig csak sejtés volt...  Csebisev
tobb részeredménye utan, végul azt, hogy a fenti hatarérték lé-
tezik (és akkor 1), eldszér Jacques Salomon Hadamard [2] és
Jean de la Vallée Poussin igazolta [3] egymastdl flggetlentl 1896-
ban.

; o
W dibaVatle: oo,

J. S. Hadamard

C.-J. de La Vallée Poussin



Még régebben, a 15 éves Gauss 1792 tdjékan azt sejtette, hogy

a primszamok szamara van -nél van egy még pontosabb kbze-

log x
dt , . .
lités, nevezetesen [,) ——, igaz erre csupan egy 72 éves kordban
2 logt

irt levélben utalt [1].

A tovabbiakban legyen
T dt

Li(z) & /

2

logt’

az un. integral-logaritmus fliggvény.

Elsore talan rejtélyes, hogy miért jobb kbzelitése = (x)-nek az

T dt ) x
/ mint az :
2 logt log x

A kovetkezd abran a w(x)-et dbrazoljuk (kék vonal), a Li(x)-et
T flggvenyt (z6ld vonal) a [2, 3000] interval-
xr

(piros vonal) és az

lumon.

400 - /
_—
300

100 A

500 1000 1500 2000 2500 3000

Az abran lathatd, hogy a Li(x) fliggvény kbézelebb van a w(x)
xZr

flggvenyhez mint a
log x

flggveny.

Az 1 és Li(x) flggvény kapcsolata, akkor latszik jol, ha par-
ogx

cidlisan integraljuk a Li(x) flggvényt:
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/cc dt oz +/m dt 2
» logt logax 2 (logt)? log2

Még egyszer parcialisan integralva pedig

/‘” dt =z " T n /"’ dt 2 2
o logt logz (logx)?2 o (logt)3 log2 (log2)?
Az eljarast folytatva egyre finomabb kdézelitéseit kapjuk Li(x)-

nek.

Tehat a primszamtétel bizonyitasa utan kdvetkezo 1épésnek

xTr

n(a) -

log «

,KUldnbség” vizsgélata adddott volna; de mivel kiderUlt, hogy (x)
jobban kézelithets a —

helyett a Li(x)-szel, igy a
log x

A(z) = [w(xz) — Li(z)|
,niba” becslése lett a szamelmélet egyik legfontosabb problémaja.

Tudjuk példaul, hogy tetszdleges nagy A szamot megadva, elég
nagy x-re

A < loga)2”

sot

A(x) < c — 3/5.

e(logw)c’
Itt megjegyezendd, hogy de La Vallée Poussin nem csak a prim-

szamtételt bizonyitott anno, hanem a fenti allitast is ¢ = %—del.
Masik iranybdl azt tudjuk, hogy
A(x) > c/x (oo sok z-re).
8



Sejtés:

A(w) < Ccl/2—}—z€,
barmely pozitiv e-ra. Osszefiigg az Un. Riemann-sejtéssel. A
A(xz) = |m(x) —Li(x)| értékérdl bovebben a kapcsolodd Wikipédia
oldalon is olvashatunk: link.

Egy-két sz6 A (x) becsléséhez kapcsolddo eszkézokrdl, az ana-
litikus szamelméletrol.
Tekintsuk a
+oo 1

s
n=1 n

oo sort, ez s > 1 esetén abszolut konvergens (az un. hiperharmo-
nikus sor). Az 6sszegfliggvényt jeldljik ¢(s)-sel:

ot <X 1
C(S):Z; (s >1).
n=1

Ez az un. Riemann-féle ¢-figgveny.

A modern szamelméletben meghataroz6 szerepet jatszé azo-
nossag:

1.2 TETEL. (A Riemann-féle {-fliggvény Euler-féle szorzat-el6allitasa)

¢(s) = n_:H T (Res > 1).

A 1.2 Tétel bizonyitasa. El6szor csak egy vazlatot ismertetiink. A
végtelen mértani sor 6sszegképlete szerint |z| < 1 esetén:

=14+x+z*+...4+2" +... (|| < 1),

1—2x


https://en.wikipedia.org/wiki/Prime_number_theorem

1 1 1
=1+t -+ +...+——+ (—S§—<1>
1 — p° P p p 2
ps
lgy
1 1 1 1
11 1:<1+—S+ — +...+ a5+"'>
p 1 — D1 D1 D1t

1 1 1
<1+ -+ — .+ — +>
D2 D2 P22

1 1 1
(1—|— S—I— 2S-|—...—|— as—l—...).
Dr Dr Dy

Itt V oo sor V tagja nem negativ, igy lehet tagonként szorozni (pon-

tositas késdbb):

Z Z (p1a1p2a2 . Pro‘”)s

a1=0 a,=0 D)

itt valahonnan kezdve V kitevd 0,
YV véges n természetes szam

egy és csak egyféleképpen
irhatd fel ebben az alakban

1
=2 o

kész. A teljes bizonyitashoz annyi pontositas kell, hogy

<) — 1 < Z ——>0
p<z]_—— n= z+1
pS
amint z — oo, ha Res > 1.

Alkalmazasul egy ujabb bizonyitas arra, hogy oo sok prim 3:
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1.3 TETEL. oo SOk primszam 3.

A 1.3 Tétel bizonyitasa. Tegyulk fel indirekt, hogy csak véges sok
prim létezik, legyenek ezek pq, pa, - . . , pr. EKkOr

1 1 1 1

¢(s) = ;;:II T = - - —
n=1 p 1—— 1—

p® p1° p2° Pk°

NézzUk, hogy mi térténik itt, ha s — 1+ ? Baloldal:

GQ:§:%~+M, (1.1)

n=1

1
hiszen a >~ >, — harmonikus sor divergens. A jobboldalon:
n

1 1 1

1 1 1

1—— 1-—— 1-——

pis D: y o

lgy:

1 1 1 1
11 1 1° 1 1
pl1—— 1—— 1-—— 1——
I 't D2 Dk

Ez egy véges szam, ellentmond (1.1)-nek.

Hasonl6an azt is bebizonyithatnank akar, hogy

1
Z;%OO.

p<n

Hogy lehet ebbdl tovabbmenni?

& a’TL , e

1.4 DEFINiCIO. Egy > — alaku végtelen sort, ahol
n=1 ’I’LS

A1,Q2y...,0p,... adott valds vagy komplex szamok, s valos

vagy komplex valtozo, Dirichlet-sornak nevezunk.
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Kidolgozhaté a Dirichlet-sorok elmélete (pl. formula adhaté a
> a, egyltthatd désszegre). Ezt alkalmazva a ¢-flggvényre pon-

n<x

tosabban , -
(log ¢(5))’ = % -y A,

becslést nyerink e Dirichlet-sor egyltthatd 6sszegére:
Z A(n) ~ Z log p ~ 7 (x) log z-re.
n<x p<zx
Itt A(n) a Mangoldt-szimbolum:
logp, ha n=p%

A(n) =
0, ha n # p“.

De: Dirichlet-sorok vizsgalatdhoz — igy egyultthaté dsszeg for-
mulédhoz is, ki kell terjeszteni a {(s) fliggvény értelmezését komplex
valtozokra is.

Riemann kiterjesztette a definiciét komplex szamsikra is (azaz
értelmezési tartomany a komplex szamsik, és Res > 1-re meg-
egyezik az altalunk definialt {-flggvénnyel).

Egy lehetséges kiterjesztés a kdvetkezo:

1 R
C(S):m/o o
12

-1

dx,
1



ahol .
I'(s) = / x5 e ®de
0

a gamma flggveény.

A hires Riemann sejtés azt mondja ki, hogy a ¢ (x) figgvény nem
1
trivialis gybkei az « = 5 egyenesen vannak.

Szokas a0 < x < 1 savot kritikus savnak hivni (ebben keressik
a nem ftrivialis gy6kdket), az © = % egyenest kritikus egyenesnek
hivni. Azt tudjuk, hogy a kritikus savon kivil a ¢ fuggvény gyoOkei
a negativ paros szamok, és egy egyszeres polusa van 1-ben, mas
pblusa pedig nincs.

kritikus
egyenes

trividlis gyokok: -2,-4,-6, ...

\%

Sok Riemann sejtéssel ekvivalens allitas létezik, és sok allitas
kdvetkezik beldle. Példaul, Schoenfeld [5] igazolta, hogyha igaz a
Riemann sejtés, akkor

A(x) = |r(x) — Li(x)| < Siﬂ_\/ilog(a:), ha x > 2657.

13



Primszamelméleti vizsgalddasainkkal, akkor jutunk igazan

eldbbre, ha ezt a kiterjesztett ¢(s) komplex fliggvényt vizsgéljuk, a

komplex flggvénytan eszkdzeivel. Ez az analitikus szamelmélet és

komplex fliggvénytan kapcsolata.
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2. Dirichlet tétele

Tovabbiakban Primszamok eloszlasaval kapcsolatos kérdések-
kel foglalkozunk.

Elsé kérdéskoér: olyan tételek keresése, hogy bizonyos specia-
lis alaku természetes szamok kozt végtelen sok prim létezik. (PI.
ilyenek a hires Fermat-primek: azaz a 22" + 1 alakd primszamok.)

Ezek kbzil talan leghiresebb Dirichlet tétele, mely a kdvetkezot
mondja ki:

2.1 TETEL. Amennyiben az a és b egész szamok, és (a,b) = 1,
akkor az
a,a+b,a—+ 2b,...

szamtani sorozat végtelen sok primet tartalmaz.

Dirichlet nem csak a fenti tételrdl nevezetes, hanem arrdl is, hogy
alig huszévesen, 6 volt az elsd, aki be tudta bizonyitani a Fermat-
sejtést az n = 5 kitevore. Ez volt az elsd jelentds elbrelépés, miutan
Fermat bizonyitotta az n = 4 esetet és Euler az n = 3-at.

Az eredmény azonnali hirnevet hozott Dirichlet-nek, aki addig
gondokkal kiszkddott. No nem a a matematikaval, hanem, hogy

16



az akkori kor elvarasaival ellentétben, képtelen volt megtanulni fo-
lyékonyan beszélni latinul.

De térjink vissza a 2.1 Tételre. A bizonyitds nagyon mély,
messze tul megy a jelen jegyzet keretein, viszont van néhany spe-
cidlis eset, amelyeknek bizonyitasa még elemileg is elérhetd. Ezek
kdzUl a legegyszeriibb a kévetkezo:

2.2 TETEL. oo Sok 4k — 1 alaku primszam létezik.
A tétel a kdvetkezd nagyon egyszerli lemman alapul.

23 LEMMA. Egy n = 4k — 1 alaku természetes szamnak mindig
van 4¢ — 1 alaku primosztdja.

(Pl. n = 15 szdm 4k — 1 alaku, és ennek 3 | 15 egy 4k — 1
alaku primosztéja.)

A 2.3 Lemma bizonyitasa. A szamelmélet alaptétele szerint n fel-
irhaté primszamok szorzataként:

n=4k —1=pips... D,

(ahol p;-k kdzt lehetnek azonosak); itt V p; paratlan, tehat 4¢ — 1
vagy 4¢ + 1 alaku.

Elég: nem lehet mindegyik p; prim 4¢ + 1 alaku.
Tudjuk 4¢ 4 1 alaku szamok szorzata is ilyen alaku, hiszen:
(40 +1)(4m +1) =4(4bm +£L+m) +1 = 4t + 1.

Vagyis, ha minden p; prim 4¢ + 1 alakd, akkor a szorzatuk n is.
Ezzel ellentmondasra jutottunk, és a lemmat belattuk.

A 2.2 Tétel bizonyitasa. Tegylk fel, hogy csak véges sok 4k — 1
alaku prim létezik, legyenek ezek p; = 3, po = 7,..., D,

17



Tekintstk az

def
A=4pips...pr — 1

szamot. A lemma szerint ennek létezik egy ¢ = 4¢ — 1 alaku prim-
osztdja:
qg=40—1| A.

Ez a g kilénbézik py, ps, . . . , p,-tdl, hiszen a fenti primek nem osz-
téi A-nak: A ezekkel osztva —1 maradékot ad.

igy talaltunk egy Ujabb, p1, ..., p,-tdl kilénbdzd 4k — 1 alaki
primet, pedig felsoroltuk az dsszeset. 4 [

Mivel 2-t kivéve minden prim paratlan, és igy vagy 4k — 1, vagy
4k + 1 alaku, azt varnank, hogy mint ahogy végtelen sok 4k — 1
alaku prim létezik, ugyanugy végtelen sok van 4k + 1 alakuakbal is.

(Sot belathatd, hogy még a szamuk is kdzel van).

Ez tényleg igy van, de a bizonyitas kicsit nehezebb: az elébb
olyan szamot konstrualtunk, melynek Iétezik 4¢ — 1 alaku primosz-
tdja, most meg olyat kell, melynek létezik 4¢ + 1 alaku primosztdja,
és ez utdbbi nehezebb.

2.4 TETEL. Végtelen sok 4k + 1 alaku prim létezik.

A 2.4 Tétel bizonyitasa. Ezittal a kbvetkezd lemmat hasznaljuk:

2.5 LEMMA. Han € N és p pozitiv prim, melyekre p | 4n? + 1,
akkor p is 4 + 1 alaku.

A 2.5 Lemma bizonyitasa. Mivel 4n? + 1 paratlan és p | 4n? + 1
= p # 2.

18



A p | 4n? + 1 feltételt kongruencia alakban irva:

an’ + 1

0 (P),
@n)?=-1  (p).
Tehat x = 2n megoldasa az

z*=-1  (p)

kongruencianak, és igy —1 kvadratikus maradék mod p.

Ezérta (—) Legendre szimbdlumra (—) = +1,vagyisp =
p

p
4¢ + 1 alaku prim. Ezzel a lemmat belattuk.
A kovetkezodkben ratériink a tétel bizonyitasara.

Tegyilk fel, hogy csak véges sok 4k + 1 alaku prim létezik, le-
gyenek ezek p; = 5, p; = 13,...,p,.

Tekintstk az

def
AZ 4(pipa...pr)? + 1

szamot.

A szamelmélet alaptétele szerint felirhatdé primek szorzatakeént.
Legyen A egy primosztoja q: q | A.

A lemma szerint g egy 4¢ + 1 alaku primg = 40 + 1 | A.

Ez a g kiilénbézik p1, po, . .., p,-t0l, hiszen ezek nem osztéi A-
nak: A ezekkel osztva +1 maradékot ad.

igy talaltunk egy Ujabb, p1, pa, . . . , p-tdl kiildnbdzd 4¢ + 1 alaki
primet (g-t), pedig az 6sszeset felsoroltuk. 4 O

Hasonldan lehetne igazolni, hogy létezik végtelen sok 6k — 1, ill.
végtelen sok 6k + 1 alaku prim. (HF)
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Ezutan egy kicsit még tovabb megylnk, a kévetkezd altalanosi-
tassal (Id. még [2],[3] és [4]):

2.6 TETEL. (Dirichlet specialis esete) Legyen a € N. Ekkor vég-
telen sok ak + 1 alaku pozitiv prim létezik.

A 2.6 Tétel bizonyitasa. A bizonyitasban kérosztasi polinomok
szerepelnek, amelyeknek néhany alaptulajdonsagat fogjuk hasznal-
ni, pl., hogy ezek mindig egész egyutthatds polinomok.

Ezittal a kbvetkezd lemmara lesz szikséglnk:

2.7 LEMMA. Ham € N, x € Z, p pozitiv prim, amelyre p | ®,,,(x),
ahol ®,,, az m-edik kérosztasi polinom, akkor

p=1 (mod m),

vagy

p|m.
Mielott a lemmat bebizonyitanank, lassuk, hogy kévetkezik a

lemmabdl a tétel.

Egy a tétellel ekvivalens allitast igazolunk, nevezetesen min-
den m modulusra végtelen sok pozitiv prim létezik, amely = 1

(mod m).
Indirekten bizonyitunk.

Tegyuk fel, hogy véges sok ilyen prim van, ezek:

D1,P2s-++,Pn =1 (mod m).
Tekintsuk a
P, (Mmp1p2 - - . Pn)
20



egész szamot é€s annak egy g primosztéjat

q| ®m(mpipz...pn).

Az m-edik kdrosztasi polinom konstans tagja +1, mivel

P () = H (x —¢),
€ primitiv

m-edik egységgyok

ahol a konstans tag az egységgyokok szorzata, vagyis abszolutér-
téke 1. Azt is tudjuk, hogy a konstans tag egész szam, igy csak +1
lehet.

Tehat

P, (x) = asx® + as 125 P4 4 ax £+ 1.

Vagyis:
@m(mpl .o .pn) — as(mpl . .pn)s + -+ al(mpl .o .pn) 4+ ]_,

amibdl adédéan mp; - - - p,, €s ®,,(mp; - - - p,) relativ prim, hisz a
legnagyobb kdz0s osztojuk, osztdja

@m(mpl . .pn)_as(mpl . .pn)S_. . ._al(mpl oo pn) — :I:]_-nek_

Azaz ((I)m(mpl e pn)v mpq - pn)a de tUdek, hogy
q | q)m(mpl ° 'pn)s VagyiS (q’ mpyq - 'pn) = 1.

Azaz q kilénboézik py, pa, . . . , P, Primektdl, és nem osztéja m-
nek sem.

igy a lemma szerint g = 1 (mod m), és Gj prim, nem egyezik
az eddig felsoroltakkal. 5.
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Tehat a tétel igazoldsahoz mar csak a lemmat kell belatni.

A 2.7 Lemma bizonyitasa. Ismert, hogy ®,,,(x) | ™ — 1, hiszen

@)= ] (a:—&:)‘ [[ @-e¢=am-1.
€ primitiv

H € z e
me-edik egységgydk m-edik egységgyok

A lemma feltételei szerint p | ®,,,(x), azaz p | «™ — 1, vagyis
" =1 (p). (2.1)
Jeldlje x rendjét » modulo p. A rendrdl tanultak alapjan:
=1 (p)eor|t. (2.2)

(Ez azért van igy, mertaz 1, %, z3,... mod p sorozat periodikus,
és a legkisebb periddusa r.)

fgy (2.1) és (2.2) alapjan:
r | m.
Most ™ = 1 (p), tehat (x,p) = 1. Azaz a kis-Fermat tétel

miatt:
1 =1 (q)-

Vagyis (2.2) miatt » | p — 1.
Osszefoglalvar | mésr | p — 1.

Amennyiben r = m, akkorm | p — 1,azazp =1 (m), és
ezzel a lemma allitasat ebben az esetben belattuk.

A kbvetkezokben azt bizonyitjuk, hogy ha » < m, akkor p | m.
Ha ez sikerdl, akkor a lemma allitasat teljes egészében igazoltuk.
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m

Tegyik fel, hogy = < m. Tudjuk r | m. Ekkor —
£Xr

egeész
egyutthatos polinom, hiszen

M 1 = (wr)m/r . 1m/7°
— (wr . 1) ((wr)m/r—l 4 (wr)m/r—2 T 1) .
Sot,

x™m™ —1

xr —1

— (wr)m/r—l 4 (wr)m/r—2 R 2" 41

14 14...4141

m
- (mOd p)’
r

hiszen x rendje r,azaz " =1 (p).

Masrészt
@(2) | = (2.3)
o
mert r < m esetén
H (x —¢) ‘ H (x — ).
€ primitiv e m-edik eységgyok, de
m egységgyok nem r-edik egységgyok
: : ] : x" —
A tétel feltételei szerint p | ®,,,(x), igy (2.3) miatt p | n Azaz
m —_—

™ —1 m
' —1 r

o
Il

(p)-

Qo m
Amibdl p | — = p | m.
r
Ezzel a lemma éllitasat teljes egészében igazoltuk.

A fejezet végén megemlitjlk még a modern szamelmélet egyik
legfontosabb primekkel kapcsolatos eredményét is (bizonyitas nél-
kal), mely Ben Greentdl és Terence Taotdl [1] szarmazik:
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2.8 TETEL. (Green - Tao) A primszamok kézott van tetszélegesen
hosszu szamtani sorozat.

Hivatkozasok
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link.
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[3] M. R. Murty,Primes in certain arithmetic progressions, J. Madras
Univ. (1988), 161-169.

[4] I. Schur, Uber die existenz unendlich vieler primzahlen in eini-
ger speziellen arithmetischen progressionen, Sitzungber. Berli-
ner Math. Ges. 11 (1912), 40—50.
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3. Ikerprimek, primdifferenciak

A szamelmélet egyik leghiresebb sejtése Christian Goldbach-tdl
szarmazik, aki egy Euler-hoz irt levelében a kdvetkez6t fogalmazta
meg:

3.1 SEJTES. (Goldbach-sejtés) (1.) Minden 2-nél nagyobb paros
szam elball két primszam &sszegeként.

(II.) Minden 5-nél nagyobb paratlan szam elbéall harom primszam
dsszegekent.

Euler valaszdban ramutatott, hogy (l.)-bdl kdvetkezik (II.).

Valdban, ha n péaros, akkor az erds Goldbach sejtés azt allitja, hogy
n két prim dsszege. Ha n paratlan, akkor n — 3 paros szam, igy
n — 3 két prim ésszege, és ekkor n hdrom prim ésszege.

Goldbach sok Eulerhez irt levele kézll egyet megtalaltam a we-
ben egy internetes kényvtarban (Fermat’s library): link. Persze, ak-
koriban (és talan még ma is valamennyire), a kézirasos levelek vol-
tak az elterjedtek. Goldbach-nak Eulerhez irt levele az alabbi is:
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A Goldbach-sejtésrol és kapcsoldédé részeredményekrdl boveb-
ben a kapcsoldédd Wikipédia oldalon [13] is olvashatunk.

Most pusztan annyit emlitiink meg, hogy a gyenge sejtést Vinog-
radov [11] bizonyitotta elegendden nagy primekre, és késobb Helf-
gott [4], [5] minden 4-nél nagyobb szamra, de ez utdbbi eredmények
még lektoralas alatt vannak.

Az er6sebb Goldbach sejtés bizonyitdsa még mindig reményte-
len. De vannak a sejtésnek kissé gyengitett valtozatai, amelyeket
azert sikerdlt igazolni. Pl. ha az egyik prim helyett megengedink
olyan Osszetett szamokat is, amelyeknek legfeljebb r primosztdja
van. Egy ilyen 6sszetett szamot jeldljink P,-rel. Par idevonatkozé
eredmény szerint minden paros szam:

Brun [1] (1920): Py, + P, alaku,
Selberg [10] (1943): P, + P; alaku,
Rényi [9] (1948): (3 régzitett K > 0), hogy P, + Pk alaku,

J. R. Chen [2] (1973): P, + P; alaka.
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Fontos modern eredmény kapcsolddik a primhézagok becslésé-
hez is. Jelblje d,, az n + 1-edik és n-edik prim kildnbségét, azaz:

dn = Pn+1 — DPn-

A primszamtételbdl azonnal kévetkezik, hogy d,, végtelen sokszor
kisebb mint (1 + ¢) log n. Ezt a becslést folyamatosan javitgattak,
egyre jobb eredmények sziilettek pl. Erdds, Bombieri-Davenport,
Maier tollabdl.

2009-ben atitd eredményt ért el Daniel A. Goldstone,
Pintz Janos és Cem Y. Yildirim [6] bebizonyitva, hogy végtelen sok-
szor fennall
dn, < (log n)1/2+€9

akarmilyen pozitiv e-ra.

Ezutan sikerllt bebizonyitani, hogy d,, végtelen sokszor kisebb
mint egy konstans! Zang [12] bebizonyitotta, hogy d,, végtelen sok-
szor kisebb mint 70 millid. Ez a becslés is folyamatosan javult, a ma
ismert legjobb eredmény a Polymath Project 8B [7], [8] keretében
elért eredmény, nevezetesen

d, < 246

végtelen sok n-re.

Tehat mar megkdzelitettik, de még nem bizonyitottuk be, a hires
ikerprim-sejtést, azaz, hogy végtelen sok p prim létezik, amelyre
p + 2is prim.

Egy egyszeri becslés a masik iranybdl:
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3.2 TETEL. Tetszblegesen nagy K € N szamot megadva létezik
olyan n szam, hogy

dn = Pn+1 — Pn Z K.

()

A 3.2 Tétel bizonyitasa. Le lehetne vezetnia ——~ — oo (x — oo
£
esetén)-bol is. Ehelyett egy egyszeri direkt bizonyitas:

Tekintstka K!+2, K!+3,..., K!+ K szamokat. Ezek mind-
egyike d6sszetett, hiszen 2 < ¢ < K esetén i | K! + ¢ és ¢ valodi
oszt6. Igy n-et

Pn S K!'+ K < ppix

képlettel definialva

pn < K! + 1.

Azazd, =ppt1—Pn > K'+K+1— (K!'+1) =K.

Persze ismert a fentinél élesebb becslés is, csak a bi-
zonyitas joval bonyolultabb. A legmodernebb eredmény
Ford—Green—Konyagin—Maynard—Tao-tél [3] szarmazik

log n log log n log log log log n
d, >

log log logn

n végtelen sok értékeére.

Tehat vannak a primszamok kézétt ,nagy” hézagok. Ehhez kap-
csolédd régi sejtés: a primek kdzétt nem lehetnek nagyobb héza-
gok, mint a négyzetszamok kdzott:

3.3 SEJTES. n? és (n + 1)? kéz6tt mindig van primszam.
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Reménytelen! (Még a Riemann-sejtésbdl is csak picivel gyen-
gébb allitas kdvetkezne.)

Témakat tekintve, eddig primszamelméletet vettiink. Az 1. feje-
zetbeli abraval szemléltetve:

Multiplikativ szdmelmél et Additiv szamelmélet

Goldbach, primdifferenciak

De sz6 volt analitikus szamelméletrdl is (1. fejezet). A 21 fejezetben
visszatérink még a primszamelméletre kicsit. Tobbet azonban a
fenti tétmakbdl nem veszink; azok azonban egy-egy kurzus erejéig
az egyetemi MSc matematikus programokban is szerepelnek.
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4. Sidon sorozatok, kombinatorikus szam-
elmélet

Még hallgatoként, Sidon Simon, 1932-ben egy kérdést tett fel
Erddosnek. A kérdés Simon és Erdds témavezetdjének, Fejérnek
(aki maga is rendkivl kreativ volt) egy végtelen sorozatok 6sszege-
zésbeli vizsgalataihoz kapcsolodott.

Sidon bizonyos Fourier sorok L,-beli normajanak vizsgalatakor
fogalmazta meg kérdését elemzésekor fogalmazta meg keérdését. A
probléma modern megfogalmazasa a kdvetkezo:

A szamelméletben Sidon sorozat (vagy Sidon halmaz) egy ter-
meészetes szamokbdl all6 sorozat A = {ag,a,as,...} sorozat,
ha az 6sszes a; + a; 6sszeg kulénbdzo, ahol ¢ < 3.

Feladat. Mutassunk példakat Sidon sorozatokra

Példaul a kettdhatvanyok.

4.1 DEFINic10. Jeldlje S(IN') azon Sidon halmazok maximalis elem-

szamat, melynek elemei az {1, 2,3, ..., N} halmazbdl valoak:
S(N)= max |A| (4.1)
AC{1,2,..,.N}
A Sidon

Erdds azonnal észrevette, hogy a mohd algoritmussal bebizo-
nyithatd, hogy S(IN) > 2N'/3. Ezt az eredményt réviden bebizo-
nyitjuk, de eldbb lassunk néhany felsd becslést.

A legegyszerlibb felsd becslés a kdvetkezo:
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4.2 TETEL.
S(N) <2V N.

A 4.2 Tétel bizonyitasa. Tekintslink egy
A={ai,as...,as} C{1,2,...,N}
Sidon sorozatot. Bebizonyitjuk, hogy
S =|A| < 2v/N.

Ehhez tekintsik a szamegyenest, és rajta az 1,2,...,2N sza-
mokat.

1

>

1D

:3 T 2 j\,'—

Tegylnk egy X-et azon egész szamokra, amelyek felirhatéak
a + a’ alakban, ahol a,a’ € A. Ekkor az X-ek szama:

S
o +S <+—a; = Qa;,
T

(ai,aj) a; 75 aj.

Tudjuk, hogy minden 6sszeg kiilbnbdzo és

2<a+a <2N.

S
(5)+s<am

S

S5(5+1) < 2
5 <

S? < S(S+1) <4N,

N,
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S < 2v/N,

ami bizonyitja a tételt.

Ez az eredmény kicsit javithatd, ha 6sszeg helyett kildnbségeket
veszunk.

4 /
ap+ag =ay + a;

T

/ /
ag — a1 =— a1 — Qo

igy az A halmaz akkor Sidon halmaz, ha minden a — a’ killdnbség
(ahol a,a’ € A, a # a’) kiildnb6z6.

TekintsUk megint a szamegyenest, és ezuttal rajta az
1,2,..., N — 1 egész szamokat.

1

—>

N -1

[

Tegylnk egy X-et azon egész szamokra, amelyek felirhatdak
a — a’ alakban, ahol a,a’ € A és a — a’ pozitiv.

Ekkor az X -ek szama (3).
Minden a — a’ kiildnbség kiilénb6zo és

1<a—a <N -1,

()
<N —1,
2

S(S —1) < 2N — 2,

igy

S? S+1<2N !
4 — 4’
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1\?2 7
S—=-) <2N — -,
2 4
1 7
S—ES\/2N—Z<\/§\/N,

1
S<\/§-\/N—|—5.

Még cselesebb 6tletekkel a tételben szerepld +/2 szorzotdl is
megszabadulhatunk. A kévetkezd trikkds bizonyitds Erddstdl és
Turantél [5] szarmazik.

4.3 TETEL.
S(N) < VN + VN +1.

A kovetkezd bizonyitas Erdds és Suranyi kényvébdl, Valogatott
Fejezetek a Szamelméletbdl [4] valé.

A 4.3 Tétel bizonyitasa.
A t természetes szam értékét késdbb rogzitjik.

A [0, N] intervallumot részintervallumokra osztjuk. Tekintsik a
kdvetkezd6 N + t darab intervallumot:

[_t+190]a[_t+271]a”°7[N7N+t_1]'

Legyen A C {1,2,..., N} egy Sidon halmaz. Az .4 halmaz elemei
kozul rendre
Al, A2, oo AN+t

darab esik a fenti intervallumokba.

Az intervallumok kéz6tt atfedés is van, és kdnnyd latni, hogy A
minden eleme ¢ darab egymast kdvetd intervallumban szerepel. igy



A kdvetkezOkben azt szamoljuk ki, hogy egy (a;, a;) par (¢ > j
esetén) 6sszesen hany darab intervallumba esik bele.

Legyen ezek dsszesitett szama D.

Egyrészrol vilagos hogy

n—+t A 1 n—+t ) 1 n—+t
D = =) A2 -2 A,
() =545
=1 =1 =1
Masrészt, ha egy szampar kilénbsége d, akkor az pont t — d
darab intervallumba esik bele.

Mivel minden kilonbség legfeljebb egyszer szerepel, minden d
differenciahoz maximum egy szampar tartozik, amelyek kilénbsége
d. Ez a szampar 6sszesen t — d intervallumba esik bele, igy
t(t—1)

t—1
D<Y (t—d) =
_d;( ) 5

A D-re vonatkozo két becslést 6sszevetve adodik, hogy

n—+t n—+t

d AT A <t(t—1).
1=1 1=1

Lattuk, hogy a masodik szumma &sszege éppen ts.

A szamtani-négyzetes kdzép kdzti egyenldtlenséget alkalmazva
kapjuk, hogy:

2
Sy (SHA) e
P b= n—+t _n—l—t.

Ezeket a becsléseket az egyenldtlenségbe irva, majd rendezve,
és végll (n + t)/t>-tel szorozva kapjuk, hogy

32—s<%+1>—<%+1>(t—1)§0.
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A masodfoku egyenldtlenséget s-re megoldva adddik, hogy

Ezutdn (hogy minél élesebb becslést kapjunk) rbgzitsik ¢t =
[\/4 n3] + 1-nek. Ekkor a becslésben az elsé tag nem nagyobb mint

1 1 1
5\4/5, mig az utolsé tag kisebb mint \/n + 5% + 2
Ezzel a kivant egyenlétlenséget bebizonyitottuk.

Balogh, Flredi és Roy [2] kicsit javitott az eredményen, de csak
0.2%-kal:
S(N) < VN + 0.998 N'/4,

A kdvetkezdkben als6 becsléseket adunk S(IV)-re.

El6szdr Erdds alsé becslését igazoljuk, mely a mohé algoritmus-
ra éepalt.

4.4 TETEL. Minden N -re létezikegy A C {1,2,..., N} Sidon hal-
maz, melyre | A| > [(2IN)/3].

A 4.4 Tétel bizonyitasa. Elegend6 a kdvetkez6t megmutatni: ha
{al,az,...,at} g {1,2,...,N}

egy Sidon halmaz, melynek elemszama ¢, ahol t < 2N/3 — 1,
akkor létezik egy b egész szam, amelyre

1<b< N és b¢{aa... a}, (4.2)

tovabba
{afla A2y .0y a't} U {b}
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Sidon halmaz. Egy b szamot ,rossznak” hivunk, ha
{a1,a2,...,a;} U {b} nem Sidon halmaz, és ,jénak” hivunk,
ha {a1,as,...,a;:} U {b} Sidon halmaz.

A bizonyitas befejezéséhez elegendd annyit belatni, hogy hat <
N1/3 _ 1 fennall, akkor létezik j6 b elem, s amelyre (4.2) is teljesiil.

El6szdr szamoljuk 6ssze a rossz b-k darabszamat. Mivel
{a1,as,...,a;:} Sidon halmaz, ha brossz (azaz {ay,az,...,a;} U
{b} nem Sidon halmaz), akkor létezik a;, a;, a;, elemek, melyekre

a; + a; = ag + b (43)
vagy létezik a,, a,,, melyekre
a,+a, =b-+b. (4.4)

igy azon rossz b-k szama, amelyekre (4.3) fennall

(@) )en -0

Mig azon rossz b-k szama, amelyekre (4.4) fennall

£ ()52

1 . . . t(t?—1) t(t—1)
gy a rossz b-k Osszesitett szama < + —

2 2
t(t—1)(t+ 3
( (¢t + ). Végul azon b-k szama, melyre b €

{a1, a2,2. ..,a.} teljestl t. Ha
t(t —1)(t + 3)
2
akkor létezik j6 b, melyre (4.2) fennall. Amennyibent < (2N)'/3—1
ez nyilvanvaldan teljesul:
t(t—1;(t-|—3) Lt (t-|-21)3 .
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amivel az allitast igazoltuk.

A kovetkezokben mutatunk néhany trikkds konstrukciot Sidon
sorozatokra.

El6sz6r Erdds és Turan [5] egy konstrukcidjanak kissé modositott
valtozatat ismertetjik.

4.5 TETEL. Létezik A C {1,2,..., N} Sidon halmaz, melyre

N
as YN

A 4.5 Tétel bizonyitasa. Tegyik fel, hogy N > 16.

Csebisev tétele szerint minden n > 2 esetén létezik primszam
n és 2n kozo6tt. (Errdl a tételrdl bdvebben olvashatunk a kapcsolo-
d6é Wikipédia oldalon: link. A tételre Erdds Pal is adott egy elemi
bizonyitast, Id. pl. itt link.)

Csebisev tételét alkalmazva megkapjuk, hogy létezik p prim-
szam, amelyre

vIN
T<p<vN.

Mivel N > 16, ez a primszam paratlan. Jelélje r,(x) az « egész
szam legkisebb nemnegativ maradékat modulo p. Azaz

x=rp(x) (modp) és0 < ry(x) <p—1.

Definidljuk az .4 halmazt az

def

1
A:{a:a:a}—l—prp(a;z),OSwSP }

2

képlettel. Bebizonyitjuk, hogy ez a halmaz Sidon halmaz.
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1
Vilagos, hogy A tartalmaz P+ darab kilénb6zd elemet, mi-

vel kilénbdzé x-ekre az « + pr,(x?)-nek mas-mas maradéka van
modulo p.

Ezutan bebizonyitjuk, hogy A Sidon halmaz. Tegyik fel, hogy

a; + az = by + bo, (4.5)

—1
ahol ay, as, by, by € A. Ekkor 16tezik 0 < @1, 29, y1, ys < ”T

melyekre
a1 = @ + pry(x])
ay = ¢z + pry(x3)
by = y1 + prp(y?)
by = y2 + prp(y3).

Ekkor (4.5) alapjan

w1+ @2 + p (rp(x}) + 1p(®3)) =1+ y2 +p (rp(]) + 1p(y32)) -

(4.6)
gy
x1+x2=y1 +y2 (mod p).
Mivel 0 < x1 + x2, 1 + y2 < p — 1, tudjuk, hogy
1 + 2 = Y1 + Y2. (47)
Ekkor (4.6) és (4.7) miatt
rp(]) + rp(23) = rp(yi) + 7p(y3)
2+ 22 =y?>+y2 (mod p). (4.8)

Ekkor (4.7)-t Négyzetreemlve, és abbdl (4.8)-t kivonva kapjuk, hogy

211y = 2y1y2  (mod p)
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122 = y1y2 (mod p) (4.9)

A gydkok és egyultthatok kozotti 6sszefliggés alapjan, (4.7)-bol és
(4.9)-bdl adédoban kapjuk, hogy 1, x5 €s y;, yo ugyanannak a ma-
sodfoku egyenletnek a gyokei.

A fokszam tétel miatt minden masodfoku kongruencianak legfel-
jebb két gydke van, igy

{z1, 22} = {y1,y2},

azaz
{a1, az} = {bla b2}-

vV IN
Tehat A olyan Sidon halmaz, melyre | A| > 5 és ezzel a bizo-
nyitast befejeztik.

A kovetkez0d trikkds bizonyitas Ruzsatdl szarmazik [3], aki el-
1
tlntette az Z—es szorz6t az elozo tételben. El6szor a kovetkezot
igazoljuk:

4.6 TETEL. Legyen p eqgy paratlan primszam. Ekkor létezik p — 1
darab a; egész szam, amelyre az a; — a; kilénbségek (ahol i # j)
inkongruensek modulo p? — p.

A 4.6 Tétel bizonyitasa. Legyen g egy primitiv gyék modulo p, és
legyenek a;-k a modulo p? — p egyértelmiien meghatarozott megol-
dasai a

r=1 (modp—1),
r=g" (mod p).
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szimultan kongruencia-rendszernek (a kinai maradéktétel miatt tud-
juk, hogy ilyen megoldas létezik és egyértelmi). Azt kell megmutat-
nunk, hogy az

a; —a; =a, —a, (mod p*®— p),
kongruencianak, vagy evvel ekvivalensen az
a; +a, =a,+a; (modp®— p),

kongruencianak csak trivialis megoldasai vannak. Mas szo6val min-
den c-re legfeljebb egy olyan 2, 5 par Iétezik, hogy

c=a;+a; (mod p®— p).
Az a;-k definicidja alapjan, ez ekvivalens a

c=14+j (modp-—1),
c=g'+g (mod p).

szimultdn kongruencia-rendszerrel Az elsd kongruencia ekvivalens
a kdvetkezovel:

9°=g'¢’ (mod p).
Ekkor a gy6kok és egyutthatok kozotti 6sszefliggés szerint a g° és g’

modulo p maradékosztalyok egyértelmien meghatarozottak, mivel
mindketten megoldasai az

x> —cx+g°=0 (mod p).

masodfoku kongruencianak. A fokszam tétel miatt a masodfoku
kongruencianak legfeljebb 2 gydke van, igy a gydkok valdéban egy-
értelmlien meghatarozottak. Azaz ¢ és j is egyértelmiien meghatéa-
rozott.
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A fenti médon megkonstrudlt a;-k valdban Sidon halmazt alkot-
nak Zy_p-ben. Ezzel a tétel allitasat belattuk.

Nyilvanvalé, hogy ha egy mod p? — p Sidon halmaz elemeihez
hozzarendeljik a vele kongruens legkisebb pozitiv egészet, akkor
Sidon halmazt kapunk {1,2,...,p? — p}-ben.

igy ha tdrténetesen N egy p? — p alaky szam (ahol p prim),
akkor

S(N)2p—1:%(d4N—|—1—|—1)—1>\/ﬁ—1.

Tetszbleges IN-re olyan p primet valasztunk, amelyre p? — p ko-
zel van N-hez.

Van egy hires sejtés, miszerint minden pozitiv 6-ra n és n + n’
kdzé esik prim, feltéve, hogy n elegendden nagy. A sejtés bizonyi-
tasa reménytelennek tlnik.

De ha az 6sszes pozitiv §-ra nem is, de par kicsi konkrét §-ra
azért sikerllt igazolni a sejtést.

Azon -k értéke melyre igazolt a sejtés, egyre jobbak, egyre ki-
sebbek. Jelenleg a legélesebb eredmény Bakertdl, Harmantdl és
Pintztdl [1] szarmazik, nevezetesen § = 0.525.

igy tudunk p primet valasztani v/ N — N%2625 g5 /N kdz6tt, és
ekkor

S(N)>S(p*—p) >p—1> VN — O(N"*%),

Sidon sorozatokrél Erdds szamtalan sejtést fogalmazott meg,
ezekrdl bdvebben pl. itt olvashatunk: link. Sajnos, ma mar (leg-

43


https://www.erdosproblems.com/tags/sidon%20sets

jobb tudomasom szerint) nem jar pénzjutalom a problémak megfej-
tésért...
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5. Fermat sejtés

Pitagoraszi szamharmasokat mar az ékori bailoniaik is tanul-
manyoztak, errdl a kdvetkezd mezopotamiai kdtabla tanuskodik i.e.
1800-bdl.

Mi térténik akkor, ha a pitagoraszi szamharmasokban, azaz az
2’ +y? =22 =x,y,z€Z"
egyenletben a 2 kitevot lecseréljik n-re?
Azaz a tovabbiakban az un. Fermat egyenletet
x" +y" =2z" 2<neN.
tanulmanyozzuk.

Hosszu évszazadokig sejtés volt, hogy a fenti egyenletnek nincs
pozitiv egészekbdl all6 megoldasa.

Az aldbbi ismertetd és az azt kdvetd érdekességek is a kapcso-
|16d6 Wikipédia [3] oldalrdl szarmaznak.
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A sejtés legelsd forrasanak eredete a homalyba vész... Vélhe-
téen a 17. szazad egy kedvelt problémaja volt, a sejtés mai elne-
vezése Pierre de Fermat nevi fiatal francia matematikus (polgari
foglalkozasat tekintve jogasz) nevéhez flizodik.

Fermat éppen Diophantosz, Arithmeticae cim{ mivét olvasgatta,
amikor is ugy gondolta megtalalta a sejtés bizonyitasat, és ennek
dromére a kdvetkez6t irta a kbnyv margéjara:

,Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadra-
tum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere cuius rei
demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas
non caperet.”

Azaz:

"Lehetetlen egy kdbszamot felirni két kébszam 6sszegeként,
vagy egy negyedik hatvanyt felirni két negyedik hatvany 6sszege-
ként, altalaban lehetetlen barmely magasabb hatvanyt felirni két
ugyanolyan hatvany 6sszegeként igazan csodalatos bizonyitast ta-
laltam erre a tételre. A marg6 azonban tulsdgosan keskeny, sem-
hogy ideirhatnam.”
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Fermat eredeti bizonyitasat a mai napig nem sikerilt megtalalni.
A kutatdk nem talaltak a jegyzetei k6zott.

Szamtalan matematikus kisérelte rekonstrualni a bizonyitast, és
bar bizonyos specialis esetekben sikerllt eredményre jutni, Fermat
altal emlitett egyszerll és csoda szép bizonyitast senkinek sem si-
kerUlt megtaldlnia a mai napig. Talan ez a szép bizonyitds nem is
létezik. Fermat tévedett, és talan bizonyitasdban egy nehéz részt
nem szamolt elég precizen.

Végul a Fermat sejtést Andrew Wilesnak sikerult bebizonyitania
1995-ben. A bizonyitason egyedil teljes titokban dolgozott 7 évig.
Az elsoOre tokéletes bizonyitasban azonban volt egy hiba, pontosab-
ban hidnyossag, amit Wiles egy tanitvanya, Richard Taylor segitsé-
gével korrigalt.

A sejtést az6ta nagy Fermat-tételnek nevezik.

A teljes bizonyitas 129 oldal hosszu, Galois-elméletet és ellipti-
kus gérbéket hasznal, tehat messze tulmegy az elemi szamelmélet
tertletén.

Egy legenda szerint Paul Friedrich Wolfskehl német matematikus
életét a Fermat-sejtés mentette meg. Lanykérdbe ment, de kikosa-
raztak, ezért — pontban éjfélkor — éngyilkos akart lenni.

Hogy éjfélig gyorsabban teljen az idd, a kényvtardban Iévé mate-
matikai kdnyveket és cikkeket olvasgatta, és kezébe akadt Kummer
irasa, amely egy hibat mutatott ki Cauchynak Fermat-sejtésre adott
bizonyitasaban.

Wolfskehl hajnalig prébalta kijavitani Cauchy hibas bizonyitasat,
és reggelre visszanyerte az életkedvét. Sot, 100 000 marka jutalmat
ajanlott fel annak, aki bebizonyitja a tételt (Id. pl. [2]).

47



1994. aprilis 1-jén a matematikusok k6zo6tt kdrbejart egy e-mail,
ami bejelentette, hogy Noam Elkies, a Harvard Egyetem professzora
igen nagy szamokbdl all6 ellenpéldat talélt a sejtésre. Sok matema-
tikus nem figyelt a datumra és 6sszes kollégajanak elklldte a jol
megfogalmazott szakszévegnek alcazott tréfat.

Tehat tekintsik az un. Fermat-egyenlet az egészek kdrében:
" +y" = 2", (5.1)

ahol 3 < n természetes szam.

Ekkor vannak bizonyos un. trivialis megoldasok. PL.:

z" 4+ 0" =" (= (z,y,2) = (x,0,x)),
vagy paratlan n-re
" + (—x)" = 0" (= (z,—=,0)).

K&zds jellemz6: xyz = 0. Ennek megfelelben:

5.1 DEFINiCIO. Az (5.1) diofantikus egyenlet nem trivialis megolda-
sainak az xyz # 0 tulajdonsagu egész megoldasokat nevezzUk.

Faltings [1] 1983-ban igazolta, hogy a Fermat-egyenletnek csak
véges sok nem trivialis megoldasa van. A Wiles [4] &ltal igazolt nagy
Fermat-tétel a kbvetkez6 alakban is kimondhato:

5.2 TETEL. (nagy Fermat-tétel) A Fermat-egyenletnek nincs nem-
trivialis megoldasa.
A nagy Fermat-tétel tébb okbdl is fontos:

1. Hiressége; 2. Szamelmélet fejlddésére gyakorolt hatasa; 3.
Aktualitasa.
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Egy egyszeril redukcios lépés:

Ha a Fermat-sejtés igaz n = 4-re és tetszdleges p paratlan prim-
re, akkor Vn € N, n > 2-re igaz.

Ez azért igaz, mert minden 2-nél nagyobb természetes szamnak
van egy paratlan prim osztdja, vagy maga a szam egy kettdhatvany
is igy néggyel oszthatd.

Azaz amennyiben a Fermat egyenletben a kitevonek, n-nek van
egy p paratlan prim osztdja, azaz n = mp, akkor, ha xg, yo, 20 €9y
nem trivialis megoldas, ugy:

m m m
xo"P + Yo"t = 2"

(o™)? + (yo™)? = (20™)P
Tehat a Fermat-egyenletnek n helyén p-vel x¢™, yo™, zo™ nem
trivialis megoldasa.

Azaz amennyiben a Fermat egyenletben a kitevonek, n egy 4-
gyel oszthaté szam, azaz n = 4m, akkor, ha x¢, yo, 2o €gy nem
trivialis megoldas, ugy:

a4m

2o + yo'™ = zo
(£o™)* + (yo™)* = (2™)*
Tehat a Fermat-egyenletnek n helyén 4-gyel x¢™, yo™, 2o nem
trividlis megoldasa.

A Fermat sejtés legegyszeriibb esete az n = 4 kitevd, amelyet
még maga Fermat igazolt, az un. descente infinitive (végtelen le-
szallas) médszerével. Fogjunk neki a Fermat-sejtés bizonyitasanak!
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5.3 TETEL. (Fermat) n = 4 esetén a Fermat-sejtés igaz.

Fogjunk neki a Fermat-sejtés bizonyitasanak! lgazabdl kicsit tob-
bet igazolunk, nevezetesen:

5.4 TETEL. Az z* + y* = 22 diofantikus egyenletnek nem létezik
nemtrivialis (xyz # 0) egészekbdl allo megoldasa.

A 5.4 Tétel bizonyitasa. Tegylk fel, hogy 3 z* + y* = 22 nem
trivialis egész megoldasa.

TekintsUk az ilyen pozitiv megoldasok kézul azt, ahol z minimalis.

Legyen ez (330, Yo, Z()).

Ebbdl ki fogjuk hozni, hogy létezik méasik pozitiv megoldas, ahol
z kisebb zy-nal, és ez ellentmondas.

Eldsz6r csak a kdvetkezdt igazoljuk:
(o5 Yo) = (xo, 20) = (Yo, 20) = 1.
Ezt indirekten: Tegyuk fel, hogy példaul
(o, Y0) > 1
Ekkor 3 p prim, melyre p | (zo, yo). Mivel
xo! + yo' = 207,
igy p | z5 ist, azaz p | zo. p*-nel osztva

Lo Yo 20
xr = — Yy=— Z——2,
D D D

olyan pozitiv megoldast kaptunk, amelyben z < zq, ellentmondas.
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Hasonl6éan (x¢, z9) > 1-bdl vagy (yo, z9) > 1-bdl is ellentmon-
dast kapunk, amivel (5)-t igazoltuk. Tehat:

(%) + (y0?)? = 20,

ahol x, yo, zo paronként relativ primek, azaz x2, y2, zo egy primitiv
pitagoraszi szamharmas.

ldézzik fel a primitiv pitagoraszi szamharmasokrdél tanultakat:

5.5 TETEL. Legyen a,b, c primitiv pitagoraszi szamharmas, azaz
a,b,c € ZT

a’+ b? =2

(a,b,c) = 1.

Ekkordm,n € Z*, m > n, (m,n) =1, m Zn (mod 2), hogy
a=m?—n?% b=2mn, c=m?+n?
vagy forditva
a=2mn, b=m?>—n? c=m?+n
A tétel bizonyitdsa a legtébb elemi szamelmélettel foglalkozé
kényvben megtalalhat6. Ez alapjan: 3 m,n € N, hogy
(m,n)=1, m#Zn (2),m>n

és

o2 = m? — nz, y(z) =2mn, z¢g = m? + n.

vagy megforditva

Szimmetrikus okokbdl feltehetd, hogy

zo® = m® — n’m, y; =2mn, zp=m’+n’ (5.2)
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Mivel m # n (mod 2), az egyik paros, a masik paratlan. El6szor
tegyuk fel, hogy m paros, n paratlan. Ekkor

ro=0—1=—1 (4),
ami ellentmondas. Tehat m paratlan és n paros.
Legyen n = 2n,, ekkor:
(m,2n;) =1 = (m,n;) = 1.

Mivel m > n:

m > 2n;.

Tovabba (5.2) miatt:
xo® = m?® — 4n,?, Yo’ = 4mny, ,zo = m? + 4n?,
vagyis
2
<@> = mn,;. (5.3)

2

Mivel (m,n;) = 1 mind m, mind n; négyzetszdm; legyen
m = uz, ny = v2,

ahol u > v. Ekkor (5.3) szerint

:c(z] + 4n? = m?
3302 + 4v* = u?

21302 + (2,02)2 — (u2)2

Tehat xo, 2v?, u? pitagoraszi szamharmas, sét mivel (2v2, u?) =
(n,m) = 1, ez egy primitiv pitagoraszi szamharmas.
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Megint az 5.5 Lemmat alkalmazva: 3 r,s € N

xo = 12 — %, 2v% =2rs, u?=r?+4s%

vagy mevgforditva

aholr > s, (r,s) = 1ésr #Z s (2). De itt igazabdl nem lehet
megforditva a két egyenlet, mert 2 — s? paratlan, de 2v? paros.
Azaz

xo = 12 — 32, 20° = 2rs, u? =r? 4+ 32,

amibol
2

VO =TSs.
De itt (r,s) = 1, tehat r = k2, s = £2.
igy u? = k* + ¢4 egy Uj megoldas, de vajon u kisebb-e, mint z?
Tudjuk, hogy: zo = m? + 4n,? = u?* + 4v*. Azaz
u < ut < z,

és ez ellentmondas. Ezzel a tételt belattuk.

Most nézzik a Fermat-sejtés n = p paratlan prim specialis ese-
tét eldszor. A legegyszerlibb eset az n = 3, amelyet még Euler
bizonyitott. Ezt az esetet a 9 fejezetben fogjuk bovebben tanulma-
nyozni.

Addig is azonban par sz6 a bizonyitasrol. Ekkor

CL‘3 _|_ y3 — 253.
A bal oldal szorzatta alakithaté

(z +y)(=® —zy + %) = 2°.
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Ez még nem elég, de alkalmas szamkdrben a baloldal tovabb bont-

2
ﬁ—nw+y“=f< Cs ~Z41 )
QY y

~N"~

hato:

xr
Vi (—) , ahol f(z)=2z2—2+1
Yy

ltt f(z) gybkei

1+v1T—-4 1++/-3 1+iv3
2 22

Emlékezzink vissza, hogy a harmadik primitiv egységgyokok:

1iV@i V3 1

Z1,2 =

T T o ~ STy
Azaz:
f(z) =22 —241=(2—21)(2 — 22)
=(z—(1Q+4+¢))(z+e).
Vagyis

wz—wy—i—y2:y2f<§> :y2<£—1—€> <£—|—€>
Yy Yy Yy

= y*((x — y) — ye)(z + ye).

Tehat n = 3 esetén a Fermat-egyenlet baloldala 3 Un. Euler egész
szorzatara bomlik. A Fermat-sejtés megoldasat n = 3 esetén a 9
fejezetben targyaljuk részletesen.

Hasonléan n = 5 esetén a bal oldal szorzatt4 alakithatd (a +
be)-ban, ahol e primitiv 5-ik egységgyok.

Nehézség n = 3-hoz képest, itt nem létezik egyértelmi primfel-
bontas... Valdszinl Fermat ezt nézte el. Az n = 5 esetet Dirichlet
bizonyitotta elészér.
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6. Két négyzetszam-probléma

A fejezetben azt vizsgaljuk, mely egész szamok irhatdk fel két
négyzetszam 6sszegeként. Ez az un. kétnégyzetszam-probléma.
Az minden estre biztos, hogy ezek a szamok nemnegativ egész sza-
mok...

A probléma eredete egészen az 1625-6s évig nyulik vissza, ami-
kor is Albert Girard publikélta primekre vonatkoz6 eredményét [1].

De vajon miért kapnak ebben a problémaban a primek kulénle-

ges szerepet? Az alabbi lemmabdl latszik az 6sszeflggeés:

6.1 LEMMA. Ha két természetes szam felirhato két négyzetszam
Osszegekent, akkor a szorzatuk is.

A 6.1 Lemma bizonyitasa. Kbvetkezik az
(2® + y*) (u® +v*) = (zu — yv)* + (zv + yu)?
azonossagbol.
igy 1ényegében elég
’+y*=p

egyenlet megoldasara szoritkozni. Girard eredménye a kdvetkezd
volt:

6.2 TETEL. (Girard) Valamely p primre
*+y* =p (6.1)

akkor és csak akkor oldhaté meg, hap = 2 vagy p egy 4k + 1 alaku
prim.
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KésObb, a probléma Fermat egy levelezésében is feltlint, aki
azt vizsgalta, hogy p® hanyféleképpen irhatd fel két négyzetszam
dsszegeként.

A 6.2 Tétel bizonyitasa. 1. Ha (6.1) megoldhatd, akkor p = 2 vagy
p =4k+1,vagyishap = 4k+1 = z?-+y? = p megoldhatatlan.

Ez a bizonyitas kdnnyebb fele. Olyan mddszerrel, mely igen
gyakran hasznalatos diofantikus egyenletek megoldhatatlansaga-
nak igazolasara.

Kongruencia-médszer

Tegyuk fel, hogy az

J(@i, @2, ,2,)) =0 (6.2)

€ ZL[xy, X2y ..., Ty]

diofantikus egyenlet egész megoldasait keressuk.
Allitas. Ha létezik olyan m € N, hogy az
f(x1,z2,...,2,) =0 (mod m) (6.3)

(n valtozos) magasabb foku kongruencia megoldhatatlan, akkor az
(6.2) diofantikus egyenlet is megoldhatatlan.

Allitas bizonyitasa. Ha ugyanis pl. z’,z./,...,x, megoldasa
lenne (6.2)-nek, azaz

f(mlla £B2,, RN mn,) =0
J

f(xd 2oy .. x)) =0 (mod m),
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vagyis x1’, x5/, ..., x,’ megoldasa (6.2)-nek, ez ellentmondas, hi-
szen (6.3)-rdl feltettiik, hogy megoldhatatlan.

Ez csak elégséges feltétele a megoldhatatlansagnak!!!

Jelen esetben: azt kell igazolnunk, hogy ha p = 4k — 1 alaku
prim, akkor = z? + y? = p megoldhatatlan.

TegyUk fel ugyanis, hogy nem igaz az allitas, és p mégiscsak
felirhatd két négyzetszam dsszegekeént. Vagyis létezik x és y egész
szam, melyre

w2 _|_ ,y2 = p.
Ekkor

2 +y*=p (mod 4).
De mivel p egy 4k — 1 alaku prim, ezért
x> +y*=—1 (mod 4).

Egy négyzetszdm négyes maradéka csak 0 vagy 1 lehet. Azaz
x? 4+ y? négyes maradéka 0, 1 vagy 2 lehet, de sohasem —1. Ezzel
ellentmondasra jutottunk, és az allitast igazoltuk.

2. A 6.2 Tétel bizonyitasanak nehezebb fele, hogy ha p = 2
vagy p = 4k + 1, akkor =2 + y? = p megoldhaté.

lgazébdl, a p = 2 eset kdnny(i: 2 = 12 4 12. Marad a kovetkez6
lemmanak a bizonyitasa:

6.3 LEMMA. Minden 4k + 1 alaku p prim eléall két négyzetszam
Osszegekent.
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Sokféleképpen.

A fejezet f6 célja az algebrai azonossagok mddszerének egy
olyan tovabbfejlesztése, mely elvezet az algebrai szamelmélethez.

A 6.3 Lemma legismertebb és legkézenfekvdbb bizonyitasa
Gauss egészekkel térténik, amely az elso Iépés az algebrai szamel-
mélet megismeréséhez vezetd uton.

De miel6tt ratérnénk a fenti mddszer ismertetésére, lassunk egy
elemi bizonyitast:

A 6.3 Lemma l. bizonyitasa. Tehat p egy 4k + 1 alaku prim. Ekkor
—1 kvadratikus maradék modulo p. Azaz az

z? = —1 (mod p) (6.4)

kongruencia megoldhat6. Jel6ljon s a (6.4)-beli kongruencia egy
megoldasat. Ekkor

s2=—-1 (mod p)
pls*+1

Tekintstk az 6sszes a + bs alakl szamot, ahol a, b € N és
0<a<+ypP, 0<b<p

Az ilyen szdmok szama ([,/P + 1])2 > p, vagyis a skatulyaelv sze-
rint [étezik ko6zo6ttlk kettd, amelyek kongruensek modulo p:

a1 + bis = ay + bys (mod p)
Legyen a = a; — a3 és b = by — b,. Ekkor:

a+bs=0 (mod p)
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a = —bs (mod p)
a’? = b’s?> (mod p)
a’> = —b* (mod p)
p | a® + b

Mivel 0 < aq,a2 < /P €s 0 < by, by < /p tudjuk, hogy —/p <
a < ./pés—,/p<b<./p. Vagyis

0 < a’+b° < 2p.
Mivel p | a? + b2, ez csak Ugy lehet, ha a? + b = p.
Kétségtelen, ez a legegyszeribb bizonyitasa a 6.3 Lemmanak,

de talan a legcselesebb is, és nehéz lehet r4jénni erre a bizonyitas-
ra.

Azonban van egy logikusabb ut is, amely abbdl indul ki, hogy
hasonléan ahhoz, hogy

szorzatta bomlik egész szamok esetén:

(z —y)(=z +y) =p,
most:
’ +y*=p

is szorzatta bomlik, de a komplex egész szamok korében:

(x +iy)(xz —iy) =p (6.5)

N, 7 ,
a + bi a,b € Z alaku
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6.4 DEFINICI0. Az a + bi (ahol a,b € 7Z) alaku szamokat Gauss-
egészeknek (komplex egészeknek) nevezzik, ezek halmazat G-vel
jeléljik.

Annak céljabdl, hogy (6.5)-bdl tovabbmenijlink, a szamelméletet

ki kell épiteni a Gauss-egészek kdrében. Ehhez eldészér oszthato-
sag:
6.5 DEFINIiCIO. Haa € G, 3 € G és3~ € G hogy o = 3, akkor

azt mondjuk, hogy o oszthato B-val: 3 | a.

Az alabbi tétel bizonyitasat az olvaséra bizzuk:

6.6 TETEL. Az oszthatosag G-ben is reflexiv, tranzitiv, és rendelke-
Zik a linearis kombinacio tulajdonsaggal.

Ahogy altaldban a komplex szamoknak, ugy a Gauss-
egészeknek is van konjugaltja és normaja:

6.7 DEFINIiCIO. a« = a + bt € G esetén az |a|]? = aa = a? +
b*> szamot az o Gauss-egész normajanak nevezziik, és N («)-val
jeléljuk.
Megjegyzés. « € G = N(a) € {0}UNésN(a) =0 < a =
0.

A norma multiplikativ:

6.8 TETEL. o,3 € G = N(aB) = N(a)N(P).

A 6.8 Tétel bizonyitasa. Valéban, |a8|? = |a|? - |3]?. igaz, mert
az abszolutérték multiplikativ.

Ebbdl pedig:
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6.9 TETEL. Ha o, 3 € G, akkor

al|B = N(a)|N(Q).
—— ~
G-ben Z-ben

A 6.9 Tétel bizonyitasa.

al|B = I~vG-ben B=ay

N(B) = N(a)N(v),
N(a) | N(B)-

6.10 DEFINiC10. Hae € G ése | aV a € G-re, akkor e-t egység-
nek nevezzuk.

Emlékeztetdll felidézzik, hogy egy S szamkdrben, ahol 1 € S,
az e € S szdm pontosan akkor egység, ha € | 1. Ez alapjan:

6.11 TETEL. G-ben az ésszes egységek: +1, *i.

A 6.11 Tétel bizonyitasa. e = a + biegység = |1 = N(e) |
N(1) = a? + b* = 1. Ebbdl mar kdvetkezik, hogy csak +1 és +i
lehet egység. Ezek meg valdban azok.

6.12 DEFINICIO. Ha o, 3 € G és o | 3, B | «, akkor -t és 3-t
asszocialtnak mondjuk.

Ekkor nyilvan:

6.13 TETEL. o, 8 € G asszocialtak = 3 = e«, ahol e egység.

Algebrabdl szerepelt az eukleidészi gylrl definicidja.

6.14 DEFINICIO. Euklideszi gylra: olyan E integritasi tartomany
(kommutativ, 0-osztomentes gydrt), melynek ¥ a # 0 eleméhez
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hozza van rendelve egy ¢ () nemnegativ egész a kbvetkezé tulaj-
donsagokkal:
1. a,b € E, b # 0 esetén 3 q, r hogy

a=bg+r ésvagyr =0, vagy ¢(r) < ¢(b);
2.a,be E, a #0,b# 0 esetén
p(ab) > p(a).

Az eukleidészi gylrikben létezik legnagyobb kézbs osztd (hi-
szen az eukleidészi algoritmus ugyanugy mikédik mint Z-ben, van
maradékos osztas, amely most -t hasznalja). Sot, a legnagyobb
kd6zOs oszto felirhatd linearis kombinacidként, amibol adoddan az
eukleidészi gylrikben a primek és felbonthatatlanok azonosak.

6.15 TETEL. G a p(a) = N («) valasztassal euklideszi gydr(t al-
Kkot.

A 6.15 Tétel bizonyitasa. Annak bizonyitasa, hogy G integritasi tar-
tomany hazifeladat. A tétel nehezebb része, hogy |étezik maradékos
osztas, azaz:

Bizonyitando, hogy adott «, 3 (# 0) Gauss-egészhez ~, § létezése,
amelyekre

a=p06y+4d ahold=0vagy N(d) < N(B).
Most § = 0-ra N (&) = 0 vagyis ekkor is teljestl N(d) < N(3).

B # 0 miatt a« = B~ + é ekvivalens

)
3778
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egyenlettel. Azaz N (d) < IN(B) akkor és csak akkor teljesul, ha

- 7\ o<
(87
Tehat adott o % B—hoz létezik-e v Gauss-egész, hogy

5 <
teljestl?

Ehhez tekintsik a komplex szamsikot, é€s rajta az egységnégy-
zetekbdl allé racsot:

4z

31 p

27

-
Ebben a racsban tekintsik a ¢ = —-t tartalmazé egységnégyze-

tet és legyen ennek p-hoz legkdzelebbi csucsa ~. Ekkor:

lo — v| < ,egységnégyzet atlojanak fele”

_\/§<1
2

Ha ~ mar adott, akkor & értéke adddik az o« = B~ + & dsszefliggés-
bol.
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Eukleidészi gylriknél meég fontos a tételbeli 2. tulajdonséag is.
Ezt bizonyitjuk most. Legyen o # 0 és 3 # 0. Ekkor

p(aB) = N(aB) 2 p(a) = N(a),
hiszen N (8) > 1.

Fontos kérdés, hogy vajon, hogyan karakterizalhatéak a Gauss-
egészek kdrében a primek (amelyek most azonosak a felbonthatat-
lanokkal)?

Kérdés. Legyen p = 4k + 1 alaku prim Z-ben. Primszam-e ez a
Gauss-egészek koréeben? Azaz un. Gauss-prim-e?

6.16 LEMMA. Ap = 4k + 1 prim nem Gauss-prim.
A 6.16 Lemma bizonyitasa. Indirekt: Tegylk fel, hogy p Gauss-
prim.

Mivel p most 4k+1 alaku, ezért —1 kvadratikus maradék modulo
P-

Azaz z> = —1 (mod p) megoldhaté: 3 z¢ € Z, hogy
2=-1 (mod p)
p|zo®+ 1= (z0+1)(20 — 7).

z

Indirekt feltevésiink szerint p Gauss-prim, azaz
p|zo+¢ vagy p| zo — 1.
Amennyiben p | zg + ¢, akkor
z4+1=(a+bi)p=ap+bpi,
amelynek képzetes részét tekintve
1=bp = p]|1,
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tehat p = 4k + 1 nem Gauss-prim. Ezzel a lemmat belattuk.

A kovetkezd fejezetben részletesen fogunk foglalkozni a Gauss-
primekkel. Elébb azonban lassunk egy masodik bizonyitast a 6.3
Lemmara.

A 6.3 Lemma Il. bizonyitasa. A 6.16 Lemma miatt p = 4k + 1 nem
Gauss-prim. Tehat 3 nem trivialis feloontasa.

Azaz Ja, B € G, hogy p = a3, és ahol a, 3 nem egység.
A Gauss-egeészek kdrében az egységek normaja 1.

A norma multiplikativitasa miatt kdvetkezik:

p* = N(p) =N(a)N(B),

ahol N(a), N(3) € N és 1-t0l kulénbdzbek. Tehat
N(a) =p, N(B) = p.
Legyen végul a = a + bi, ekkor
N(a) = a® + b* = p,
és ezzel a 6.3 Lemma allitasat belattuk.

Ezzel Girard primekre vonatkozd eredményét megbeszéltik. De
vajon egy tetszbleges dsszetett természetes szam, mikor all ell két
négyzetszam 6sszegeként?

Lattuk: 2 el6all két négyzetszam dsszegeként
2 =12 412,
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és ha p egy 4k + 1 alaku prim, akkor 0 is eldall két négyzetszam
6sszegeként. Tovabba, ¢ is (ahol most q egy 4k + 3 alakl prim):

q* =0"+q°.

A 6.1 Lemma alapjan, ha a, 3 el6all két négyzetszam dsszegeként,
akkor a3 is. Tehat:

Ha n primtényezés felbontasa

B

1'61...q3 )

n =2 "...p.,%q

ahol p;-k a 4k + 1, q; a 4k + 3 alaku primek, akkor ha V' 3; paros,
akkor n elball két négyzetszam dsszegeként.

Forditva is igaz ez. Azaz ha (3;-k kéz6tt akad paratlan, akkor n
nem all elb két négyzetszam 6sszegeként.

Ugyanis: Tegyulk fel, hogy 3; paratlan és
n=a’+b* =2 ...p,q:™...q".
Ekkor ¢; | a® + b2. Bebizonyitjuk, hogy q; | a < ¢; | b.
Elbsz6r tegylk fel, hogy (q;, a) = (gqi, b) = 1. Ekkor

a?+b>=0 (q:)
a’ = —-b* (qi).

A Legendre-szimbdlumra
()-() -GG
q: q: q: q:
—1
1= ( ) .
qi
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—1

De most q; egy 4k + 3 alaku prim, tehat < ) = —1, amivel
qi

ellentmondasra jutottunk.

Tehat q; | a vagy q; | b. Azonban g; | a? + b? miatt a kettd
egyszerre teljestl mindig. Tehat most:

n=a?+b>=2"...p,%%q:"”"...q",

ahol g; | a és q; | b. Osszunk le g;2-tel

a)\? b\?2
(—) + (—) = 2%, . p g P PR g
qi qi

A jobb oldalon g; kitevdje tovabbra is paratlan, az eljarast folytat-
hatjuk, megint leoszthatunk g;2-tel, majd megint. Végtelen sokszor
leoszthatjuk a-t és b-t g;2-tel, ami nyilvan nem lehetséges, és itt az
ellentmondas.

Ezzel a kdvetkezdt igazoltuk:

6.17 TETEL. Egy n > 2 természetes szam pontosan akkor irhato
fel két négyzetszam dsszegeként, ha primtényezbs felbontasa nem
tartalmaz olyan p* primhatvany szorzét, ahol p = 3 (mod 4) és k
paratlan.

Hivatkozasok

[1] L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers, II. kétet, VI
fejezet: ,Sum of two squares”, Washington, D.C.: Carnegie Ins-
titution of Washington 1920, 227-228.
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7. Gauss-primek

A fejezetben megprébaljuk teljesen karakterizalni a Gauss-
primeket.

Azért, hogy vilagos legyen mikor melyik szamkoérben vagyunk, Z
elemeit racionalis egészeknek, G elemeit Gauss-egészeknek hivjuk.

Hasonlban, a Z-beli primek a racionalis primek, és a G-beli pri-
mek a Gauss-primek.

Eldsz6r azt vizsgaljuk, hogy egy n € Z egész szam mikor lehet
Gauss-prim.

Trividlis, hogy ha n 6sszetett Z-ben, akkor a Gauss-egészek ko-
rében is Osszetett. Kdvetkezbleg azt vizsgaljuk, hogy egy p € N
racionalis primszam mikor Gauss-prim.

Kénnyen ellendrizhetd, hogy a 2 a kbvetkezdképp irhatéd fel
Gauss-egészek szorzataként:

2 = (1+4)(1 —4),

az 1+ és 1 —i nem bonthat6 tovabb (egységtdl kiilonbdzd elemek)
szorzatava, azaz 1+ és 1—1 Gauss primek. Ezek azonban egymas
asszocialtjai:

1—1=—i(1+71),

azaz 2 primtényezds felbontasa a Gauss -egészek kdrében
2 = —i(1+1)% (7.1)
Ezutan tekintstk a paratlan primek esetét:

7.1 TETEL. Legyen p € N racionalis paratlan primszam. Ekkor:
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1. p = 4k — 1 alaku racionalis primek egyszersmind Gauss-
primek.

2. p = 4k + 1 alaku racionalis primek felbonthatoak két (kilén-
b6z6) Gauss-prim szorzatara, melyek egymas konjugaltjai:

p = TT.
Megjegyezziik még, hogy itt N(mw) = N (7) = p.

A 7.1 Tétel bizonyitasa. El6szo6r 1.-t latjuk be. Tegylk fel, hogy
p = 4k — 1 Gauss-0sszetett szam:

p = af,
ahol a, 3 nem egység. Ekkor
N(p) = N()N(B)
p* = N(a)N(B),
ahol N (a), N(8) > 1,igy N(a) = N(8) = p.
Ha a = a + bi, akkor N () = a® + b* = p, amibdl
a*+b*=p=—-1 (mod 4),

és ez ellentmondas, mert két négyzetszam 6sszege 0, 1 vagy 2-vel
kongruens modulo 4.

Ezutan térjink r4 2. bizonyitasara. Tekintsik a p = 4k + 1 alaku
racionalis primet, és irjuk fel p primtényezods felbontdsat a Gauss-
egészek korében:

P = ET T+ Ty,
ahol € egység, m;-k Gauss-primek. Ekkor:
p2 — N(p) - N(ﬂ-l)N(ﬂ-2) e N(ﬂ-r)a
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ahol N (m;) > 1, és ez csak ugy lehet, ha
p = em (7.2)
vagy
P = ET1T2.

A 6.16 Lemma A&llitasa szerint p nem Gauss-prim, igy (7.2) nem
lehet. Vagyis
P — €T T2, (7.3)

amibdl N (m1) = N (m3) = p.

(7.3)-bdl vilagos, hogy =1 | p, de ekkor 71 | P is teljesll, azaz
71 | p. Itt w; Gauss-prim, igy 71 is Gauss-prim.

S6t, w1 nem 77 egységszerese, hiszen ha m = a + bz, akkor

T a+bi  (a+bi)*? a®—b’ 2ab

a—bi @1b @i @i
Mivel most N (7)) = p = a? + b*:

™  a®*—0b®> 2ab.

T _|_ z,

™ P p
ami akkor lehet egység ha

a’? —b>=+p, 2ab=0
vagy
a’?—b>=0, 2ab= =+p.

Az els6 esetben a vagy b nulla, a masik szam pedig +./p, ami nem
egész, és ez ellentmondas. A masodik esetben p = +2ab paros
szam, ami megint csak ellentmondas.

Ott tartottunk, hogy

D = emT2,

71



de 711 | p szintén teljesil, ahol 771 nem 7, asszocialtja. Ez csak ugy
lehet, ha

b= 5,7717T—1a
ahol €’egység.

Vilagos, hogy =71 = N (1) pozitiv raciondlis egész, p is pozi-
tiv racionalis egész, azaz €’ egység csak +1 lehet. Tehat:

p = T1Tq,
és ezzel a tétel allitasat belattuk.

Eddig bebizonyitottuk, hogy ha p prim, akkor

x? 4+ y> = p megoldhaté < p = 2vagy 4k + lalaki prim
= konnyl

< pl. Gauss-egészekkel.

Azt is lattuk, hogy =2 + y? = n megoldhatésaga visszavezethett
x? + y? = p egyenletek vizsgalatara, ahol p prim.

A kovetkez6 célunk az 2 +x2 = n egyenlet megoldasszamanak
vizsgalata. Ekkor a Gauss-primek tovabbi karakterizacioja sziksé-
ges.

7.2 TETEL.

a) kllénbbzb p-khez tartozo w, -k kiildnb6z0k, sét egyik sem
asszocialtja a masiknak.

b) Ugyanahhoz a p-hez tartozo w, 7 is klilbnb6zbek; vagyis hogy
nem asszocialtak.
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A 7.2 Tétel bizonyitasa. A tétel b) részét mar a 7.1 Tétel bizonyita-
saban belattuk.

Csak az a) rész igazolasa maradt hatra. Ha p; = w171 €S ps =
o2, ahol p1 # ps, akkor

N(ﬂ'l) = Pl2 # P22 = N(ﬂ'z)-

Vagyis m; és w2 nem lehetnek asszocialtak, hiszen akkor normajuk
megegyezne.

A 7.1 Tételben és eldtte a (7.1)-nél a kdvetkezodt bizonyitottuk:
@ 1 + ¢ Gauss-prim.

@ Ha p = 4k + 3 alaku raciondlis prim, akkor egyuttal Gauss-
prim is.
@ Ha p = 4k 4 1 alaku racionalis prim, akkor p = 77 alak,

ahol w és ™ Gauss primek, amelyek nem asszocialtak.

7.3 TETEL. Az Gsszes G primek az(1), (2) és(3) alattiak.

A 7.3 Tétel bizonyitasa. Tegyuk fel, hogy = Gauss-prim. Ekkor

o (81

w| 7= N(m) =pi*...p.".
——

rac. poz. egész
De 7 Gauss-prim, igy 3 i, hogy
7 | p;-

Azaz az Osszes Gauss-primek raciondlis primek osztéi, melyek
primtényezds felbontasat a 7.1 Tételben és (7.1) képletben mar lat-
tunk. Ebbdl adodik a tétel allitasa.

73



7.4 TETEL. Legyen n € N primtényezés felbontasa N-ben:
n — zaplﬂl .. .prﬁrql’h e qse,

aholp,...,p. adk — 1, q1,q2,...,qs a4k + 1 alaku primosztok
(lehetséges, hogy a 3 féle primtényezb kézil valamelyek hianyoz-
nak). Ekkor az

22 + yz —n
diofantikus egyenlet (egész) megoldasainak szama

a) 0, ha 3 paratlan 3;;

b) 4(v1 +1)...(vs + 1), haV B; paros.

A 7.4 Tétel bizonyitasa. A tétel a) részét mar a 6.17 Tételben be-
|attuk.

Tegyuk fel tehat, hogy V 3; paros. V g; racionalis (4k + 1 alaku)
prim q; = m;7; alakba irhat6. igy n primtényezés felbontasa a
Gauss-egészek korében:

n = (—i(144)*)"p™ - p,r(mm) ™ . L (7aT) ™
= (—)* A+ )2 . p (). (). (7.4)
~—
€1 egység

Itt minden tényezd (1-et kivéve) G prim = ez lesz n-nek a G kano-
nikus alakja. Masrészt, ha =, y-re 2 + y? = n, akkor

(x +iy)(z —iy) =n

r+iy | n.
g

Tekintstk x + iy kanonikus alakjat G-ben:

y -\ 0 r V1= Vpee™ Hr
33-|—’1,y:€2(]_—|—z) plcpl...pf 7r117r1“1...7rr 777"“
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alaku. Konjugaltat véve:

T+ iy =& (1 —4)° py® - pPrmg Mmoo, Mg

(—2(1+42))°

vy

Vrp

es(1 + i)‘s p1¥t e plrmy Mt e T B

Osszeszorozva:
x2+y? = 6263(1—|—i)25 p12Pr. .. p?¢rw;1+ulw_l vithn,  gVrtbege Vet

T

Ezt (7.4)-mal egybevetve, kanonikus alak egyértelmiisége miatt

a=29
Bi=2p; (G=12...,7)
pi+ Vi ="; (G=12,...,9)

igy  +iy-ban & és -k értéke egyértelm(; v; értéke ~; + 1 féle
lehet: 0,1,2,...,;.

Ha v; adott, akkor mar p; éréke egyértelml. Végul e, egység
négyféle lehet: +£1, .

Ezek alapjan « + iy értéke valéban 4(v; + 1) - - (75 + 1) féle
lehet, és « + y valds illetve képzetes részét véve megkapjuk x-et és
y-t. Ezzel a tétel allitasat belattuk.
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8. Algebrai Szamelmélet

A diofantikus egyenletek elméletében dominalé modszer az al-
gebrai szamelmélet alkalmazasa.

Alapgondolat: adott egy

fxi, @2, ,2,) =0

~

EZ[T1,X24eesTp]

diofantikus egyenlet.

Itt minden egész egyutthatds, és az egész megoldasokat keres-
sUik. Sokszor eldnydsebb, ha attériink egy bovebb szamkarre, és ott
kerestink megoldasokat. Ez a bdvebb szamkér tipikusan a kdvetke-
z0 tipusu:

Legyen « algebrai szam, azaz o gydke egy egész egyutthatds
polinomnak.

Az algebrai szamok testet alkotnak, azaz ha « és 3 algebrai
1

szam a + 3, a3 és — is (ennek bizonyitdsa elemi, de kissé kompli-
(84
kalt, nem térink ki ra).

A racionalis szamtest Q, a-val valé (egyszer(i) algebrai bovitése:

_ [ x),g(x z] g(«
0@) = {214 f(@).(e) € 2lel a(e) £0}.

Q[«a] gydrit alkot.

Egy B szadmot algebrai egésznek hivunk, ha gydke egy 1 fo-
egyutthatés (azaz normalt), egész egyutthatds polinomnak.

A K = Q(«)-beli algebrai egészek gyurat alkotnak, jel6lése
OK(Oé)
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Tehat Z helyett egy ilyen Ok-ban vizsgalddunk.

Most egyszerUsitlnk kicsit az elméleten, és Ok helyett egysze-
rien Z(a) = {f(a) : f(x) € Z[x]}-ban vizsgalodunk.

De hogyan valasztjuk a-t?

Sokszor azon az alapon valasztjuk a-t, hogy a kérdéses diofan-
tikus egyenletben szerepld tdbbvaltozds polinom Z felett nem ala-
kithaté szorzatta (algebrai azonossagok moédszere), de alkalmas a-
val, Z(a) = {f(a) : f(x) € Z[x]} felett mar igen.

Példaul:
Két-négyzetszam-probléma:
) + y2 =n
irreducibilis Z felett, de Z(z) felett mar nem:

ga:—l—iy)Jga:—iy)J:n

Gauss egész Gauss egész

Menjink tovabb, és nézzik az =2 + ay? = n egyenletet, ahol
most a € N és a ,kicsi”.

a = 2.
n = x? 4 2y?
n = Sw + ﬁzylgw — ﬁzy)/
c2(v/2i) c7(v/2i)

It Z(v2i) = {f(V2) : f(z) € Z[z]} = {a + bV2i, a,b € Z}.
a=3:
n = x? + 3y2
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n = Sw + \/gzy)j\(a: — \/gzy)J
€2(V/3i) cZ(V3i)

Itt Z(v/3i) = {f(v/3i) : f(x) € Z[x]} = {a + b\/3i, a,b € Z}.

a—=4

n = x? + 4y?
n =z’ + (2y)*
n = z? + 2% (ahol z paros szam)

= a két-négyzetszam-problémara redukalhaté.

a=>5
n = x? + 5y2
n = \(CB + \/gzy)/\(az — \/gzy)J
eZ(\:/Bz') GZ(\:/Ei)

It Z[v/5] = {f(v5) : f(z) € Z[z]} = {a + bV/5i, a,b € Z}.

Tehat talalunk olyan « algebrai egészet, hogy Z[«a]-ban vizsga-

|6dunk.

1. Z(«a)-ban 3 egyértelml primfelbontas (ehhez elég (de nem
szukséges): létezik maradékos osztas = Z(a) euklideszi gyU-
ri = 3 Szdmelmélet Alaptétele). Ekkor Z(a)-ban kiépithetd
szamelmélet, mehetlink tovabb mint a Gauss-egészeknél).

2. Z(a)-ban nem létezik egyeértelml primfelbontas. (nem létezik
hagyomanyos értelemben szamelmélet — nehezebb, visszaté-
rink.)
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Visszatérve =2 + 2y? = n-re, egyszer(iség kedvéért szoritkoz-
zunk n = p prim esetre:
x? + 2y2 = p.
Meg fogjuk allapitani, hogy ez mely p primekre oldhaté meg.

Mint ahogy =2 +y? = p, 22 = —1 (mod p) megoldhatésagaval
kapcsolatos, ez z2 = —2 (mod p)-vel.

Valéban, ha =2 + y? = p, akkor 2 = —y? (mod p), azaz —1
kvadratikus maradék modulo p. Hasonléan, ha =2 + 2y? = p, akkor

x? = —2y? (mod p), azaz —2 kvadratikus maradék modulo p.

Tehat most az 2 +2y? = p egyenletet akarjuk megoldani, ahol p
prim, és Z(+/2i)-ben vizsgalodunk. Kérdés: alaptételes-e? Ehhez
elég lenne euklideszi, azaz felidézzik a 6.14 Definiciot:

8.1 DEFINICI0. Az E integritasi tartomanyt (= kommutativ, nullosz-
t6 mentes gydrd) euklideszi gydriinek mondjuk, ha 3 olyan ¢ :
(E \ {0}) — N leképezés, amely rendelkezik a kbvetkez0 tulaj-
donsagokkal:

1. a,b € E, b # 0 esetén 3 q, r hogy
a=bg+r ésvagyr =0, vagy ¢(r) < ¢(b);
2. a,b € E, a#0,b# 0 esetén
p(ab) > ¢(a).
Pl. Z-ben ilyen norma ¢(n) = |n|, a Gauss-egészek kdrében

pedig p(a) = ¢(a + bi) = a*> + b®> = |a|?. Ha E = T[z]
polinomgyarQ, akkor ¢ (f(x)) = deg f(x).
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Most
E =7(V2i) = {a + bivV2: a,b € Z}.

Kérdés tehat: ez euklideszi-e? Ehhez egy 8.1 definicidbeli ¢ norma
kell.

Akarcsak Gauss-egészeknél, most is
p(a) = |af?
-t veszlnk, tehat
() = p(a + bV2i) = |a)? = |a + biv2|? = a® + 2b?,
és ezt most is IV («)-val fogjuk jeldlni, tehat
N(a) = N(a + bV'2i) = |a|? = a® + 22,

Jé-eeza p?
p: E\ {0} - N

nyilvanvald, és p(aB) > p(a) is.
Marad: o, B € Z(~+/2i), 3 # 0-hoz létezik-e v, &, hogy
a=0y+4d és ¢(0) < ¢(B),
azaz létezik-e maradékos osztas, és igy eukleidészi algoritmus is?

Ehhez abrazoljuk B-nak a B~ alaku tébbszérdseit (ahol v €
7[+/2i]) a komplex szamsikon:
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N

5

3

\4

1. abra.

A fenti racsban a beleesik valamelyik kis téglalapba. Az alabbi-
akban elforgatva latjuk a fenti téglalapot:

«
@

Vegylk B~-nak a fenti téglalap a-hoz legkdzelebbi csucsat (ha
tébb ilyen is van, akkor az egyik csucsot jeldljik ki). Legyen é pedig

az o — (.

Ez a v és 6 megfelel a maradékos osztas feltételeinek, hiszen
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|6| < mint a téglalap atloja hosszénak a fele, ami a Pitagorasz-tétel

1 V3
szerint 2 \/|J* + |v/28]? = ~13].

’ 3
loy N(6) = 5181 < 181> = N(B).

Tehat Iétezik maradékos osztas, igy létezik eukleidészi algorit-
mus. Van legnagyobb kbéz6s oszt6. Azaz primek és felbonthatatla-
nok azonosak.

Ezt felhasznalva igazoljuk, hogy:
8.2 TETEL. Legyen p prim, ekkor
x? 4+ 2y =p (8.1)
akkor és csak akkor oldhato meg, hap = 2, 8k + 1 vagy 8k + 3.
A 8.2 Tétel bizonyitasa (vazlat). Azt mar lattuk, hogy ha (8.1) meg-

oldhatd, akkor p = 2 vagy =2 = —2y? (mod p) miatt —2 kvadrati-
kus maradék, azaz p = 8k + 1 vagy 8k + 3 alaku.

Ha p = 2, akkor (8.1) megoldhaté: x = 0, y = 1.

Marad annak a bizonyitasa, hogy ha p egy 8k + 1 vagy 8k + 3
alaku prim, akkor is megoldhaté (8.1).

A kbvetkezOkben felsorolunk par lemmat, amelyek bizonyitasa
hazifeladat.

8.3 LEMMA. A norma multiplikativ. Tovabba, ha o, 3 € 7Z(/2i)
esetén o | 3 teljestil Z[v/2i]-ben, akkor N (a) | N(B) Z-ben (de
forditva nem feltétlen).

8.4 LEMMA. € € Z(i\/2) egység < N(e) =1 & e = +1.

82



8.5 LEMMA. Hap = 8k + 1 vagy 8k + 3, akkor 3 z € Z, hogy
2242=0 (mod p).
Az elsd nehezebb lemma a kdvetkezo:

8.6 LEMMA. Hap = 8k+1 vagy 8k + 3 alaku racionalis prim, akkor
p nem prim Z(+/21)-ben.

A 8.6 Lemma bizonyitasa. Indirekt Uton, tegyilk fel, hogy |étezik
ilyen raciondlis p prim, amely prim Z[+/2i]-ben is.

Mivel p prim 8k + 1 vagy 8k + 3 alaku, a 8.5 Lemma alapjan
|étezik z racionalis egész amelyre

p| 22+ 2= (z+ V2i)(z — V2i).

Mivel p prim Z[+/2i]-ben, feltehetjiik, hogy p | z + v/2i vagy p |
z — +/2i. Jeldljiik ezt igy most, hogy p | z £ V2.

Ekkor 3 u + viv/2 € Z(+/2i), azaz u,v € Z, amelyre:
p(u 4+ vv2i) = z £ V2
pv = *£1
pl1,
ami ellentmond p racionalis prim voltanak.

A tétel bizonyitasahoz az utolsé lemma:

8.7 LEMMA. Ha p = 8k + 1 vagy 8k + 3, akkor p felbonthato
7.(+/21)-ben, mint
p = af,
ahol
N(a) = N(8) = p-
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A 8.7 Lemma bizonyitasa. A 8.6 Lemma miatt p nem prim Z[+/21]-
ben, azaz 3 nem trividlis felbontasa: p = a3, ahol a, 3 nem egy-
seg. Ekkor

p* = N(p) = N(a)N(B).
Mivel o, 3 nem egység N («), N(8) > 1, amibdl adodik a lemma
allitasa.
A 8.2 Tétel bizonyitasanak befejezése. A 8.7 Lemma miatt
3 o, B € Z[v2i], hogy

af = p,

és N(a) = N(B) = p. Legyen a = u + v+/2i. Ekkor p =
N (a) = u? + 2v2. Ezzel igazoltuk, hogy (8.1) megoldhaté.

Ezzel most az =2 + 2x? = p egyenlet megoldhatdésaganak vizs-
galatat befejeztiik. De vajon altalanosithato-e ez az elmélet tovabb,
pl. % 4 3y? = p-re?

A kdvetkezd tételt nem bizonyitjuk precizen, csak nagyjabél meg-
nézzik, hogy miikodik-e a Z[v/2i] esetében tanult médszer. (Ter-
mészetesen a tétel igaz.)

8.8 TETEL. Legyen p prim, ekkor az
x’+ 3y’ =p (8.2)
akkor és csak akkor oldhato meg, ha
224+3=0 (mod p)

megoldhato, azazp = 3, p egy 12k + 1 vagy 12k + 7 alaku prim.

A 8.8 Tétel bizonyitasa (vazlat). A tétel egyik iranya trivialis. Va-
l6ban, ha (8.2) megoldhatd, és xg, yo jeldl egy megoldast, akkor
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0 < xiyyo < p, QY (o, P) = (yo,p) = 1. Jelblje yo inverzét mod
p y,- Ekkor

o+ 3Y; = P
z2 + 3y =0 (mod p)
(zoyg)” + 3(yoxy)* =0 (mod p)
(zoyg)* +3 =0 (mod p),

azaz z24+3 = 0 (mod p) megoldhatd, hiszen z = xyy; megoldas.

A tétel méasik iranya nehezebb. Vajon miikddik-e ott is a Z[+/2i]
esetén tanult moédszer?

Legyen most is N(a) = aa, azaz a = a + b/3i esetén
N(a) = a? + 3b2.

A fokérdés, hogy Z[v/3i] esetén létezik-e maradékos osztas, az-
az Z[v/3i] gylri eukleidészi-e?

A 1. Abrahoz hasonléan most is készithetiink egy racsot 3 tdbb-
szordseivel, és a ugyanugy beleesik valamelyik kis téglalapba mint
az eldbb.

Csakhogy most a kis téglalap oldal hosszai |3| és v/3|3|, ezért
(Pitagorasz-tétel szerint) az atlé hosszanak a fele pont | 3| lesz.

Vagyis, ha a pont az atlék metszetébe esik, akkor ezzel a nor-
maval nincs maradékos osztas, nincs eukleidészi algoritmus.
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Vajon a helyzet megmenthetd? Szerencsére igen, legyen p a
primitiv harmadik egyseggyokok valamelyike, pl.

1 /31 1 1
=4+ 17—~ 1 Z/35.
P 2+ 2 2+2

Ekkor Z(+/3i) helyett Z(p)-t tanulmanyozzuk.
Kénnyen lathatd, hogy Z(p) gylrl, amelyre:

Z(p) ={x+yp: =,y € L}

Z(p) = {g + gﬁz a=b (mod2)}

Z(p) elemeit a kbvetkezd raccsal szemléltethetjik:

N

vd
v
//
v

Z(p) elemeit Euler-egészeknek hivjuk. Itt is definidlhatunk egy
normat a kbvetkezovel:
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8.9 DEFINICIO. Legyen o = a + bp eqgy Euler-egész. Ekkor
N(a) = aa = a® + b* — ab.
Hasonldéan a Gauss-egészekhez, Z(p)-ban azok az € elemek az
egyseégek, amelyekre N (e) = 1. Ez az egységkér és az eldbbi racs

elemeinek metszete: 1, —1, p, —p, 1 + p, —1 — p. Masképpen a
hatodik egységgydkok.

Kénnyen lathatd, hogy Z(p) elemeit a kdvetkezdképpen is felir-
hatjuk:

Z(p) = {e(a + bv/3i) : a,b € Z,  Euleregység }.  (8.3)

) a b . .o . .
Valdban, ha a = 5 + 5\/§z alaku szam, ahol a és b paros, az
allitas trivialis.

. . a b ~
Ha a, b paratlan, akkor pedig a = 5 + 5\/§z szamra

a+3b b—a ) 3b—a a-+b )
a-(l—l—p)( 1 + 1 \/§z>—p< L 4 \/57,),

és valamelyik felirdsban az egyutthatok egészek.

A Z(p) gylrh eukleidészi, hiszen van maradékos osztds. A
bizonyitas nagyon hasonlé Z(+/2i)-hez, itt csak vazoljuk. Adott
a,3 #0 € Z(p)-hoz kell v, 6 € Z(p), hogy

a=pvy+4 N(@) <N().

Valoban egy 3 elem tébbszbrdseit abrazolva egy rombusz racsot
kapunk (hasonldan a Z(~/21)-ben abrazoltakhoz, csak a kis téglala-
pokat kis rombuszok helyettesitik), ahol a kis rombuszok szdgei 60°
és 120°.
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Az egyik kis rombuszba beleesik a. Ezt elforgatva abrazoljuk:

(8
o

Ebbe a rombuszba esik bele a, és a tavolsaga a legkdzelebbi
csucstdl (amely csucs lesz 3+) < mint a hosszabbik atl6 fele, ami
kisebb mint a rombusz oldala: |3|. Ebbdl pedig mar adodik az allitas.

Vagyis Z[v/3i]-ben van maradékos osztas, igy létezik euklideszi
algoritmus, primek és felbonthatatlanok egybeesnek. lgy itt is igaz a
szamelmélet alaptétele:

8.10 TETEL. Az egységtdl és 0-tol kiilbnbbzb Euler-egész az egy-
ségfaktoroktdl és sorrendtdl eltekintve egyértelmiien felirhatd Euler-
primek szorzatakeént.

Az Euler-primek karakterizacidjanak bizonyitasa megtalalhato pl.
a Freud-Gyarmati [1] és Gyarmati-Turan [2] kdnyvekben, mi csak bi-
zonyitas nélkal emlitjik az ideavonatkozo tételeket. (De a bizonyitas
nagyon hasonlé a Gauss-egészeknél tanultakhoz.)

8.11 TETEL. A 3k + 2 racionalis primek egyben Euler primek is. A
3k + 1 alaku racionalis primek

T

alakuak, ahol a =, ™ Euler primek egymas konjugaltjai, de nem
asszocialtak. Véqll a 3 felbontasa

3 = _P2(1 - p)v
ahol 1 — p Euler prim.
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Azaz most mar be tudjuk bizonyitani a 8.8 Tétel nehezebbik felét
is, miszerint, ha p = 12k + 1 vagy 12k + 7 alaku prim, akkor

:L'2—|—3y2:p

megoldhat6. Valdban a p racionalis prim primtényezos felbontasa
Euler-egészek kérében p = =nw. A (8.3) alakbdl lathatd, hogy =
felirhatd # = ¢ (:c + z\/§> y alakban, ahol € Euler-egység, viszont
x,y € 7. Ekkor:

p = 77 = e(x + V3iy)e(xz — V3iy)
= eg(x + V/3iy) (z — V3iy) = o* + 3y7,

és ezzel az allitast igazoltuk.

Az Euler-egészeknek van egy nagyon nevezetes alkalmazésa,
mégpedig az alabbi lemma segitségével igazolhaté a Fermat-sejtés
n = 3 specialis esete.

Magat a sejtést, csak a kdvetkezo fejezetben igazoljuk, azonban
a szlikséges lemma bizonyitasa mar most idészeri:

8.12 LEMMA. Ha s paratlan és
s3 = u? + 3v?

alakd, ahol u,v € 7Z és (u,v) = 1, akkor s, u, v felirhaté

s =e? 4 3f?
u = e(e® — 9f?)
v =3f(e’ — f?)

alakban, ahol e, f € Z, sét (e, f) = 1.
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Ha meggondoljuk a fenti tétel kissé hasonlit a primitiv pitagora-
szi szamharmasok paraméteres alakjara, csak azzal a kialénbség-
gel, hogy a szorzatta bontas most nem Z-ben, hanem Z(+/34)-ben
torténik. Lassuk a preciz bizonyitast.

A 8.12 Lemma bizonyitasa. irjuk fel s3-6t
s3 = (u + V3iv) (u — V3iv)

alakban. Ez egy szorzatta bontas Z|[p]-ban, és a fenti szamkérben
u++/3iv és u—+/3iv relativ primek. Jelélje ugyanis d az u++/3iv
és u — +/3iv szamok legnagyobb k6z8s osztdjat Z(p)-ban. Ekkor

d | (u+ V3iv) + (u — V3iv) = 2u
d | (u+ V3iv) — (u — V3iv) = 2v/3iv.

De 2 Euler-prim (3k + 2 alaku), 2 t d (hiszen, ha 2 | d, akkor
2 | u+V3iv = 2| u?+3v2 = s® = s nem lehet paratlan
szam), azaz 2 és d relativ primek. Vagyis

d | u,V3iv (8.4)

Kicsit hasonloan lathatd, hogy (d, v/3i) = 1, hiszen +/3i Euler
prim, és ha /31 | d, akkor

V3i | u + V3iv, u — V3iv,
3 | u? + 3v® az Euler egészek korében
3 | s> az Euler egészek korében
3 |s® Z-ben
9|s® Z-ben
9 | u® 4+ 3v* Z-ben
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3| u Z-ben

9 | u® Z-ben

9 | 3v® Z-ben
3|v Z-ben

3| (u,v) Z-ben,

ami ellentmondas. Vagyis (d,+/3i) = 1 és (8.4) miattd | v =
d | (u,v) = 1. Tehat d = 1 és ez azt jelenti, hogy u + +/3iv és
u — +/3iv relativ primek.

irjuk fel
s% = (u + V3iv) (u — V3iv)

szamot mint Euler primek szorzatat. Az nem lehet, hogy egy Euler
prim mindkét szorzétényez6t osztja, ezért mindkét szorzétényezo-
ben minden primtényez6 3-mal oszthat6 kitevon szerepel. Vagyis
u + V3iv és u — V/3iv is egy-egy Euler egész kdbének egység-
szerese.

Mivel Z(p) elemei felirhatéak (8.3) alakban, ezért az eddigiek
alapjan

u 4+ V3iv = e(e + V3if)3 (8.5)

alaku, ahol € Euler egység és e, f € Z. Mennyi lehet ¢ értéke? (8.5)
alapjan

g(u + V3iv) = (e + V3if)® = g + V3ih, (8.6)

. 1 V3i ,
ahol g, h € Z. Ha € Euler egység € = :IZE + e alaku, akkor

31 +u+3 +u +
\/_z)(u+\/§iv): u 'v+ u v

_ : 1
e(u + V3iv) = (:I:E + 5 5 5
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alakd. De most u és v paritasa kilonb6zo, hiszen s = u? + 3v?

. . +u+3v +udtwv , .
paratlan szam. Azaz 5 , 5 nem egészek, és ez el-

lentmond (8.6) felirasnak.

Vagyis £ egység csak *1 lehet, és igy e = +1. Az e és f
szamok eldjelének megfeleld valasztasaval elérhetd, hogy

u 4+ V3iv = (e + V3if)3, (8.7)
ahonnan

u=e®>—9ef? = e(e? — 9f?)
v =3fe’ —3f* =3f(e* — f?),

és ezzel a paraméteres alakot a lemma allitdsaban igazoltuk.
(u, v) = 1-b0l pedig azonnal kbvetkezik (e, f) = 1.

Térjlink vissza s = =2 + ay? = n egyenlet vizsgalatara.

Ha a = 4, akkor

a? + (2y)2 = n,
—_———

két négyzetszam 6sszege

igy az = + y? = n egyenletre redukalhato.
Kovetkezik =2 + 5y? = n egyenlet.

Most is, az elsd kérdés vajon létezik-e maradékos osztas? Az
els6 természetesen ad6dd norma amivel probalkozunk:

N(a) = aa = a® + 5b?,
ha o = a + +/5ib, ahol a, b egész szamok.

A szokasos kis téglalap most:
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V5|8

Ie

Lathaté ebben az atl6 fele nagyobb mint a kisebbik oldal, igy az
eddig jol mUkddod stratégiank most nem valt be...

Nem lehet ezen valahogy segiteni? Pl. mas normaval? Sajnos
nincs ilyen...

Amennyiben Z(+/5)-ben nem létezik egyértelmii felbontas fel-
bonthatatlanokra, mas normaval sincs maradékos osztas (hiszen ha
van eukleidészi algoritmus, akkor van szamelmélet alaptétele is).

Mas széval a kdvetkezdt szeretnénk: 3 Z(+/5i)-beli szam, mely
legalabb kétféleképpen bonthatdé fel felbonthatatlanokra.

(Ez még nem teljesen elég; elvben lehetne, hogy egy bdvebb
gylriiben mint Z(~/54)-ben (hasonldéan az Euler-egészek) ezek to-
vabb bomlanak ugyanarra a felbontasra; nem igy van, de nem me-
gylink bele. Most csak azt latjuk be, hogy Z(~/53)-ben nincs egyér-
telm( felbontas.)

8.13 TETEL. A6 szamnaka6 = 2-36sa6 = (1++/54)(1—1iv/5)
két lényegesen Kiilénb6z6 felbontasa 7.(~/5i)-beli felbonthatatla-
nokra.
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A 8.13 Tétel bizonyitasa. Most is legyen N (a) = N (a+bv/5i) =
|a|? = a® + 5b2. (Bar most nem fog miikédni a maradékos osztas
a fenti definiciéval, de ez a norma enélkll is fontos.)

A norma nemnegativ egész, és multiplikativ: N(aB) =

afap = aaBp = N(a)N(B).
Ekkor a | 3 esetén N («) | N(8).
e most is pont akkor egység, ha N(e) = 1, azaz e = +1.

Ebbdl adédban a két felbontas 1ényegesen kiilénb6zd (nemcsak
sorrendben és egységszorzokban térnek el).

Marad 2, 3,1 4+ v/5¢, 1 — /57 mind felbonthatatlanok.

Ezek kdzul most csak azt igazoljuk, hogy a 2 felbonthatatlan. A
bizonyitas ugyanugy mikédik a tébbi tényezore is.
TegyUk fel, hogy

2 =af ahol a, 8 nem egység
N(a), N(B) | N(2) =4

ltt o, B nem egység, tehat N (a), N(3) # 1. Azaz
N(a) = N(8) = 2
Ha o = x + +/5iy alaku =,y € Z, akkor ebbdl azt kapjuk, hogy
x? + 5y2 = 2,
aminek nincs racionalis egészekbdl all6 megoldasa.

Tehat Z(~+/54)-ben nem létezik legnagyobb kdzds osztd. Mit le-
het helyette csinalni, mivel lehetne helyettesiteni? Erre a kérdésre
adott valaszt Dedekind.
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A Dedekind-féle idealelmélet a mélyebb algebrai szamelmélet
alapja.

Alapétlet: Ha valamely E gylrQ euklideszi, azaz létezik benne
maradékos osztas = 3 legnagyobb kdzds 0szto, és az felirhatoé a
két elem linearis kombinaciojakeént.

(a,B) = v+ 83 , ahol~,6 € E.
Tetszbleges ¥ € E-re szorozva W-vel
U(a,B) = ¥vya + Vi3

Azaz («, 3) minden tébbese felirhaté a, 3 (E-beli egyutthatds) line-
aris kombinacidjakeént.
Masrészt, ha vesszik a, 3 barmely linearis kombinacidjat, akkor

(o, B) | A + pB.

i[\Il(a,ﬁ):‘I!EE}; :iAa+uB: )\,[LEEL

Ha E-ben A Inko de errdl akkor is!
errdl nem beszélhetlink
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A legnagyobb kézbs osztd helyettesithetd ilyenek, un. idealok
vizsgélataval (pontosabban: az un. «, 3 altal generalt idealok vizs-
galataval).

ldealok kérében lehet szamelméletet kiépiteni = Dedekind-féle
idealelmélet =- algebrai szamelmélet.

Hivatkozasok
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9. Fermat tétel n = 3 esetén

1753-ban Euler kuldott egy levelet Goldbach-nak, amelyben azt
allitotta, hogy megoldotta a Fermat-sejtést az n = 3 esetben. Ezt
az eredmeényt Euler 1770-ben publikalta.

Azoéta sokan adtak tovabbi bizonyitasokat az n = 3 estre, igy pl.
Kausler, Legendre, Calzolari, Lamé, Tait, Giunther, Gambioli, Krey,
Rychlik, Stockhaus, Carmichael, van der Corput, Thue és Duarte.

A kapcsolodo referenciakat az olvasédk a kdvetkezd Wikipédia ol-
dalon taldlhatjak: [3], ahonnan is, mi is ismertetni fogjuk Euler bizo-
nyitasanak egy mai valtozatat. (Ha a neten rakeresink sok helyen
olvashatjuk, hogy Euler eredeti bizonyitasa kissé hianyos volt, ennek
a hirnek az eldéntését az olvaséra bizzuk.)

Szerencsére, az alabbi bizonyitas, a 8.12 Lemmatdl eltekintve,
teljesen elemi.

A végtelen leszallas mddszerét alkalmazzuk. TegyUk fel, hogy az
x3+y3+2% = 0 egyenletnek Iétezik megoldasa a nullatél kiilonbdzé
egészek korében.

Vegylnk a megoldasok kdzul egy olyat, amire max{|x|, |y|, |z|}
minimalis. Talalni fogunk egy olyan k, ¢, m megoldast, amelyre
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k* 4+ 1° + m® = 0 és max{|k|, |£|, |m|} < max{|z|,|y|,|z|}, és
ez ellentmondas.

Az vilagos, hogy a legkisebb megoldas esetén (z,y) = (x, z) =
(y, z) = 1. Tudjuk aztis, hogy =, y, z kbz6tt két paratlan van és egy
paros. Szimmetrikus okokbdl feltehetjik, hogy a paros szam z, z,y
pedig paratlan. Definialjuk u-t és v egész szamokat:

r—+vy
u =

2

r—1Y
v =

2

képlettel. Ekkor (u,v) = 1 mivel (z,y) =1 és

rT=u-+"v

Yy=u—"7.

Mivel x paratlan, u és v paritasa kilénb6z6. Tovabba:

23 = g3 g

= (u+v)3—|—(u—v)3
= 2u(u® + 3v?). (9.1)

Az u és v paritasa kilonb6z6: u? + 3v? paratlan szam. Soét, z paros

volta miatt 8 | —z% = 2u(u? + 3v?), amibdl adéddan w a paros, és
v a paratlan.

Tehat (2u,u? + 3v?) csak 1 vagy 3 lehet (u,v) = 1 mi-
att. A tovabbiakban két esetet kildnbdztetiink meg aszerint, hogy
(2u, u? + 3v?) értéke 1 vagy 3.

l. eset: (2u, u?+3v?) = 1. Ekkor —23 = 2u(u?+3v?)-bdl adéddan

2u = r3
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u? + 3v? = g3

alaka, ahol r,s € 7Z. Ez azonban a 8.12 Lemma miatt csak ugy

lehet, ha
s =e?+ 3f?
u = e(e? — 9f?)
v=3f(e’— f%)

alaku, ahol e, f € Z. Mivel (u,v) = 1 ezért (e, f) = 1. Mivel u
paros, v paratlan, ezért e paros és f paratlan. Igy

r3 = 2u = 2e(e — 3f)(e + 3f).

A 2e,e—3f, e+ 3f szamok paronkent relativ primek, mert (e, f) =
1,2te—3f és31te(ha3| eteljestlne, akkor 3 | w, igy 3 | u, v,
ami ellentmond (u, v) = 1-nek). Azaz:

—2e = k3,
e —3f =40
e—|—3f:m3.

Ekkor k3 + €2 + m3 = 0 tehat talaltunk egy kisebb megoldasat
a Fermat egyenletnek. Valdban |e| > 3,|f| > 1 (kGlébnben nem
adnak kdbszamot egyszerre 2e, e — 3f és e + 3f), igy

max{|k|, |€], |m|} < max{2le|, |e| + 3| f]} < € +3f* = s
— (u? 4 30%)"/* < |2| < max{|, |y, |]}.

Ezzel ellentmondasra jutottunk; talaltunk az eredetinél egy kisebb
megoldast.

Il. eset: (2u,u® + 3v?) = 3. Ekkor 3 | u, legyen tehat u = 3w,
ahol w € Z. Mivel u péaros, w is. (u,v) = 1, tehat 3 { v. Azaz

(6,v) = 1.
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Az u helyébe 3w-t irva a (9.1) képletbdl
—23 = 18w(3w2 + vz)
adddik. Mivel 1 = (u,v) = (u, 3w), ezért (u, w) = 1. 3w? + v?
nem oszthat6é 3-mal és paratlan, tehat (18w, 3w? +v?) = 1. Vagyis
18w = r3,

3w? + v? = sd. (9.2)

A 9.2 egyenletnek a 8.13 Lemma szerint van egy paraméteres fel-
irasa, mégpedig

s=¢e?+ sz
v =e(e? — f?)
w = 3f(e* — f?).

Ekkor

r® = 18w = 3%*-2f(e — f)(e + f).
Azaz 2f(e — f)(e + f) is kbbszam. Mivel (e, f) = 1 ezért 2f,
e + f és e — f paronként relativ primek. Igy létezik k, £, m egész
szamok, melyekre

—2f = k*
e+ f=2¢0

3
f_e:mv

amelyekre k3 + £3 + m? = 0 tehat talaltunk egy kisebb megoldasat
a Fermat egyenletnek. Valoban |e| > 2,|f| > 1 (kGl6bnben nem
adnak kbébszamot egyszerre 2f, e + f és e — f), igy

max{|k|, [£], |m|} < max{2|f], |e| + |f]} < e’ +3f* =5
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= (3w’ +v*)"* < |2| < max{|z|, |y|, |2[}.

Ezzel ellentmondasra jutottunk; talaltunk az eredetinél egy kisebb
megoldast.

Természetesen sok mas egyszerlien kévethetd tovabbi bizonyi-
tas létezik a Fermat sejtésre, pl. [1] és [2]-ben olyan bizonyitast ta-
lalunk, amely bevezeti az Euler-egészek kdrében is a kongruenciat.
Ez mindenképpen érdekes olvasmany, amely segitségével nagyobb
jartassagra tehetlink szert diofantikus egyenletek megoldasa soran.

A diofantikus egyenletek kapcsan érdemes megemliteni a
debreceni diofantikus iskolat, ahol sok érdekes megoldasi modszert
tanitanak egyenletek egész megoldasainak megkeresésére.
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10. Harom négyzetszam-probléma
Térjlnk vissza a két-négyzetszam-problémara:
x? + y2 =n.

Ebbdl tovabbmentiink egy iranyban: y? — 242, 3y2. Lehet mas
irdnyban is: a tagok (négyzetszamok) szamat ndvelni 3 négyzetsza-
mot véve:

x? + y2 + 2?2 = n.
Ennek megoldhatésagara vonatkozik a kdévetkezd Legendre-tol
szarmazé tétel. A problémat késdbb Gauss is vizsgalta.

10.1 TETEL. (3 négyzetszam, Legendre) Egy n € N szam akkor
€s csak akkor irhato fel 3 négyzetszam dsszegeként, ha n nem
4*(8k + 7) alaku (ahol o, k egészek).

Legendre nevét a szamelméletben a Legendre szimbolum 6rokiti
meg, és talan kevésbé ismert, hogy a kvadratikus reciprocitasi tételt
is 6 fogalmazta meg sejtésként (mieldtt Gauss bebizonyitotta), akar-
csak a primszamtételt (amelyet kdzel szaz évvel késdbb bizonyitott
Hadamard és de la Valée Poussin.)
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A tétel kicsit mas jellegll, és bizony az akkor és csak akkor al-
litds egyik irdnya nagyon nehéz. A masik irany viszont egyszerd,
modulo 8 vizsgalatokra vezetddik vissza. Ezt a kénnyebb iranyt mi
is bebizonyitjuk most.

A 10.1 Tétel bizonyitasa. a) n = 4“(8k + 7) nem irhat6 fel: a-ra
vonatkozd teljes indukciodval.

1. a = 0-ra bizonyitando:
a:2+y2—f—z2;é8k—|—7.

Nézzik a bal oldalt mod 8:

4 ) 4 ) ( 3
0 0 0
T’ +y?+22=C1,+1,+1,Z7 (8),
4 4 4
\ Vs \ Vs \ Vs
vagyis =2 4+ y% + 2% lehet 0,1, 2,...,6, de 7 nem modulo 8. Ezzel

az allitast (kongruenciamoddszerrel) bebizonyitottuk.

2. Tegyuk fel, hogy o € N és « helyen 0,1,2,...,3 — 1-gyel
igaz az allitas. Tegyuk fel indirekten, hogy

x4 y? + 22 =48k +7)
Ekkor 4 | 2 4+ y? + 22, de ez csak Ugy lehet, ha z, y, z paros:
r =2, Yy=2y, z=2z.
Vagyis:
(221)* + (291)% + (221)* = 4°(8k + 7)
r2+y 2+ 22 =418k +7)

Az indukcios feltevés miatt ez nem lehet, igy ellentmondasra jutot-
tunk.

b) n # 4%(8k + 7) felirhatd: nehéz, nem bizonyitjuk:
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11. Neégy négyzetszam-probléma

A négy négyzetszam-probléma mar Diophantosz miveiben is fel-
tlnt, melyben példakat talalunk egy-egy pozitiv egész négy négyzet-
szam Osszegeként valo felirdsara... Magat a sejtést azonban Bachet
fogalmazta meg el6szér mikézben Diophantosz, Arithmetica cimi
muvét forditotta latinra.

DIOPHANTI
ALEXANDRINI

A sejtést 150 évvel késdbb Lagrange bizonyitotta be.

Lagrange apja a szard kiraly kincstarnoka volt, am ugy alakult,
hogy a bizonytalan, rizikds Uzletekbe belemenve elveszitette vagyo-
nat. Lagrange késdbb megemlitette: ,Gazdagon alighanem soha-
sem adtam volna matematikara a fejem.”
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11.1 TETEL. (Négy négyzetszam-tétel, Lagrange) V n € N felir-
haté 4 négyzetszam 6sszegeként.

A 11.1 Tétel bizonyitasa. Gyakorlatilag minden bizonyitas harom
részbdl all; az elsd kettd mindig ugyanaz, a harmadik, a legnehe-
zebb sokféleképpen oldhaté meg.

A 11.2 Lemma még Eulertdl szarmazik:

11.2 LEMMA. Ha két természetes szam felirhato 4 négyzetszam
Osszegeként, akkor a szorzatuk is.

Ebbodl azonnal adédik a kdvetkezo:

11.3 KOVETKEZMENY. Elég a 4 négyzetszam tételt n = p prim
esetben bebizonyitani.

A 11.2 Lemma bizonyitasa. Kévetkezik a kovetkezd azonossagbol:

Ha
r =a®+ b+ 2 + d2,
s:az2—|—y2—|—z2—{—u2,
akkor
t, = ax + by + cz + du,
to = —ay + bx — cu + dz,
t3 = az — bu — cx + dy,
ty = au+ bz — cy — dx
-et irva

rs = t12 + t2° + t3% + t4°.
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Ennek bizonyitasa HF. (Arrdl van sz6, hogy egy o = a+bi+cj+dk
kvaternié normajat N (a) = aa = (a + bi + ¢j + dk)(a — bt —
cj —dk) = a®+b*+ c? + d?-nel definidlva N (a8) = N(a)N(B).)

A kdvetkezdkben bebizonyitjuk, hogy minden p paratlan primnek
van olyan np tobbszérdse, amely eldall 4 négyzetszam 6sszege-
ként, s6t igaz a kdvetkez0:

11.4 LEMMA. Legyen p prim, ekkor 3 a,b € Z,, melyre

a’>+b>+1=0 (mod p).

A 11.4 Lemma bizonyitasa. Tekintsik az

+1

halmazokat. Mindkét halmaz elemszama P

A skatulyaelv miatt 3 a € A és b € B, hogy

a=b (p).

p—1 p—1

Azaz3d0<a < es0<b< — melyekre

14+ a?=—b2 (p).

Vagyis
pll1+ a’ + b?.
Legyen 1 + a® + b*> = np. Ekkorn > 0 = n > 1. Tovabba:

—1\2
np:1—|—a,2—|—b2<1—|—2-<pT> <p* = n<p.
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Ezzel allitasunkat belattuk.

Az, hogy p = 2 és 3 eldall négy négyzetszam 6sszegeként trivi-
alis, kbnny( dolgunk van:

2 =124+1%24+ 0%+ 0?2
3=124+1%+1% 4+ 0%

A bizonyitas legnehezebb része, hogy minden p > 3 prim eldall
négy négyzetszam dsszegeként. Ezt sokféleképpen lehet, pl. geo-
metriailag is (Minkowski tétel). Egy elemi megoldas talalhatdé Erdds-
Suranyi [1] kbnyvben is, amely végtelen leszallast hasznal.

Mi most egy masik elemi bizonyitast ismertetiink, amely az un.
Thue-lemmara [2] épUl (ennek a megkdzelitésnek azaz eldnye, hogy
ez is elemi és nem kell hosszu elbkészités).

11.5 LEMMA. (Thue-lemma) Legyen n,.m € N, m > 2,

ULy e ooy UpyVigeeesUnp €E N Upye ooy UpyViyge ooy Uy < M €S
n
UL UpVy o Vy > M.

Legyen (a; ;) egy m X n egész elemekbll allo matrix. Ekkor 3
TiyeeesTpsYis---sYn € Z, hOgy

a1,1%1 + o4 aA1.nTn = Y1 (p)
: (11.1)

n1T1+ -+ AT = Yn (D)
€S |x;| < ug, |yi| < v; (@ =1,2,...,n), valamint3 x;, hogy x; # 0
(azaz létezik nem trivialis ,kicsi” megoldasa (11.1)-nek).

A 11.5 Lemma bizonyitasa. Legyen

def .
zi = 8; — (ajar1 + -+ + @inTn), 1 =1,2,...,n-re,
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ahol futtassuk s;, r;-ket ugy, hogy
r; € {1,2,...,'11,,'}, S;j € {1,2,...,’0j}, 1,] € {1,2,...,77,}.

gy kapunk (z1,...,z,) € Z" n-eseket (ezeknek a sza-
ma, ahanyféleképpen valaszthatjuk (r1,...,7,.,81,...,5,)-t, azaz
Uy -+ URVY - - - Vy,). It a lemma feltétele miatt

U+ UpV1 -V > M,

de mod m legfeliebb m™ darab kilénb6zd szam n-es van, azaz
a skatulyaelv miatt 1étezik két kulénb6zd (=1, ..., z,)-es, amelyek
mod m azonosak.

Ha ezek kozll az els6 az r;,...,7 ,s],..., s, szamokbdl ado-
dik, a masodik pedig az r{,...,r",s/,..., s szamokbol, akkor V
i-re z; = z!’ (mod m) miatt:

si—(aiari+- - 4a;nr)) = si— (a1} ++ - -+a;nr,) (mod m),
amibdl

@i (1 — i)+ F ain (1, — 1) =8, — s (mod m)
= I = Lnp =Y

(t=1,2,...,n)

Erre az x4, ..., x,-re teljestl a lemma éllitasa. Valéban (11.1) igaz.
Tovabba

/ 1" / 4
0<r,r, <u, = |r,—r]| <u;
/ 1" / 1"
0<s,s, <u = |s;—s;| <w.

Végil (ryy...,r ,8,...,8 ) # (r{s...,r",s/,...,8"), hiszen 3
x; = r, —r, # 0 (ugyanis, ha V x; = 0, akkor V y; is 0, es a két
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szam n-es (z7,...,2,) €s (z{,...,2]) ugyanaz. Ezzel a lemmat
igazoltuk.

Térjunk vissza a négy négyzetszam-tétel bizonyitdsara. Mar
csak az utolsé épés hidnyzik, hogy az =2 + y? + 22 + u? = p
egyenlet megoldhatd, ha p prim.

Ez p = 2, 3 esetén trividlis. Feltehetd p > 3.

Legyen a,b a 11.4 Lemma szerinti (a®> + b*> + 1 = 0 (mod p)),
és alkalmazzuk a Thue lemmatn = 2, m = p, u; = uy = v, =

vy = [/P] + 1-gyel és (a;;) = [

a

b
matrixszal.
b —a

A lemma valéban alkalmazhatd, hiszen

uusv1v2 = ([+/P] + 1)4 > \/1_)4 = p.

Vagyis a 11.5 Lemma miatt 3 1, x2, y1, y2 < [/P] + 1, hogy =, és
x2 nem mindkett6 0, tovabba:

axr; + bxrs =y,

br; — ary =y (mod p).

TekintsUk ekkor

def
w = x4 22 4 y? 4 o2

kifejezést. Mekkora z és mivel kongruens mod p?

Ekkor 0 < w, hiszen 3 x; # 0. Tovabba:

w < 4[y/p]* < 4p.
Végul mivel kongruens mod p?
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azf + 332 + y1 + y2 = azl + 332 + (ax1 + bacz) + (bxy — aw2)2
= x? + =2 + a’z? + 2abx iz + b’x2 + b’x] — 2abziTs + a’T
Ea:1+a:2—|—a :L‘l—l—b2 +b a:l—l—azccg

(x? + 332)\(1 +a®+ b2)1

=0 (p)
=0 (mod p)
gy
p
o3+ x+y,+ys =< 2p
3p.

Ha ez az érték p készen vagyunk. Marad annak a bizonyitasa,
hogyha 2p vagy 3p eldall két négyzetszam 6sszegeként, akkor p is.

Elészér nézzik az «? + 2 + y} + y5 = 2p esetet. Ekkor
1, T2, Y1, Y2 KOZOLt paros sok paratlan van. Azaz a négy szam két
csoportba oszthaté ugy, hogy az azonos csoportokba esodk parita-
sa megegyezik. Szimmetrikus okokbdl feltehetd =1 = x2 (2) és
y1 = vy2 (2). Ekkor:

() (52 (052

:w1+w2+y1+y2 p.
2

Végul nézzik az 7 + x2 + y? + y2 = 3p esetet. Milyen ma-
radékot adhat négy négyzetszam dsszege modulo 3? Tudjuk, hogy
egy négyzetszam harmas maradéka 0 vagy 1.

x?+ x>+ 1yl +ys=3p
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LA =o oons,

Vagyis a fenti négy négyzetszam 6sszege csak akkor oszthato 3-
mal, ha vagy mind a négy oszthaté 3-mal, vagy van kdztik 3 darab,
amely =1 (0) és 1 darab, amely = 0 (0).

Az els6 esetben 3 | x1, x2, y1, Y2, Iy 9 | 23+ 25+ y?+y2 = 3p,
amibdl 3 | p. De p egy 3-nél nagyobb prim, és ez ellentmondas.

A masodik esetben szimmetrikus okokbdél feltehetd:

2
T

ro=y;=1 (3),y2=0 (3).
Definialjuk r1, 72,73 € {—1,+1}-et

x1 =71 (mod 3)
x2 =712 (mod 3)

x3 =r; (mod 3)

képletekkel. Ekkor kiszamolhatd, hogy

(Tl-’b‘l + roxs + r3y1>2 n (Tl-’b‘l — T2X2 + y2>2

3 3
ToX2 — T3Y1 + Y2 2 T3Y1 — T1T1 + Y2 2
+ +
3 3
rizi + riz; +riyi +y;

3
= p.
Azrizi =r2=1 3),rz2=ri=1 B),rsy1=ri=1 (3)
és yo = 0 (3) Osszefuggéseket hasznalva az is kénnyen latszik,

hogy a fenti felirdsban minden tag egy egész szam négyzete, azaz
négyzetszam. Ezzel a tétel allitasat belattuk.
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12. A Waring-probléma

Lagrange 1770-ben oldotta meg a négy négyzetszam problémat,
és még abban az évben Waring kérdezte a kévetkezot:

Mi térténik, ha négyzetszamok helyett kdbdket, negyedik hatva-
nyokat, altalaban k-adik hatvanyokat veszink?

Waring matematikai kutatasai mellett orvosként is praktizalt.
Azonban orvosi palyaja nem volt tul sikeres, hiszen sulyosan rovid-
lato és eléggé félénk ember volt.

A kévetkezd az un. Waring-probléma: Létezik-e V k € N-hez
olyan g szam, hogy V n € N felirhato

a:lk—l—a:2k+...—|—azgk:n, x; € {0,1,...} Vi
alakban? Ha igen, a legkisebb ilyen g-t g(k)-val jeldljuk.
Hilbert 1909-ben bebizonyitotta a kdvetkezot:

12.1 TETEL. (Hilbert, 1909) g(k) létezik.
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Nem bizonyitjuk. Elég komplikalt, de elemi. Sét, Hilbert bizonyi-
tasa becslést is adott g(k)-ra, de nagyon gyengét. Ma mar g(k)
k < 471600 000-ig pontosan ismert, tovabbi részleteket a kapcso-
|6d6 Wikipédia oldalon olvashatunk: link.

Egy trivialis als6 becslés g(k)-ra:

12.2 TETEL.
g(k) > 2F — 1.

A 12.2 Tétel bizonyitasa.
4.+ =2F -1

esetén V x; = 0 vagy 1; hogy 2 — 1 kiadja, 2¥ — 1 darab egyes
kell.

A 12.2 Tétel javithatd, hiszen

3\ k
azlk—|—...—|—mgk:2k- [<5> ] —1

31* )
elballitasahoz [51 — 1db 2* és 2F — 1 db egyes kell. Igy:
3 k
g(k) > 2F + H — 2.

Ez a konstrukcidé mar sejteti, hogy g(k) értéke déntden flgg attdl,
hogy a kis szamok el6allitdsahoz hany k-adik hatvany kell.

Ezért fontosabb és mélyebb kérdés annak vizsgalata, hogy
,nagy” szamok eldéllitasahoz hany k-adik hatvany kell. Pontosab-
ban:

115


https://en.wikipedia.org/wiki/Waring%27s_problem

12.3 DEFINiCIO. G(k)-val jeldljik a legkisebb olyan G természetes
szamot, melyhez talalhatoé olyan ny = no(k) szam, hogy n € N,
n > ng esetén n felirhatd legfeliebb G darab nem negativ egész
k-adik hatvany ésszegekent.

Megjegyzések:
1. G(k) 3. Kbvetkezik Hilbert tételébdl, hiszen nyilvan

G(k) < g(k).

2. g(2) <4 (négy négyzetszam tétel)
4 < G(2) (harom négyzetszam tétel)

fgy:

1<G(2) <g(2) <4,
G(2) = g(2) = 4.

Mekkora G(k)? Eldszdr megint egy trividlis alsé becslés:
12.4 TETEL. Vk € N-re, k > 2-re

G(k) > k.

A 12.4 Tétel bizonyitasa. Indirekt. Tegytk fel, hogy
G(k) < k — 1.

Azaz 3 olyan L természetes szam, hogy Vn € N, n > L felirhato
k — 1 darab k-adik hatvany 6sszegeként:

zF . tx i =n (n>1L) (12.1)
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Tekintsink egy ,nagy” * € N-et, ekkor V L < n < z-re (12.1)
megoldhatd. Nyilvan (12.1)-ben ekkorVi =1, ..., k = 1-re

.k <ax = 0<a; <zl
igy V x; legfeljebb [x!/*] 4+ 1 értéket vehet fel, azaz (x4, ..., x;_1)

(] +1)"

kilonb6z06 értéket vehet fel.

k — 1-es legfeljebb

7 s

Minthogy ezek az L + 1, ..., X szamok mindegyikét eldallitjak,
ezért szamuk legaldbb akkora, mint e szdmok szama, azaz X — L.

X —-L< ({wl/"’} + 1>k_1 < (2z/kyR-1
kE—1

L 1
1— — <2k 1,
X xk

Azaz x — oo esetén
1—£—>1<2’“—1i—>0. 4
X xk
Ezzel ellentmondasra jutottunk a tételt bebizonyitottuk. (Sot, kis fa-
radsaggal G(k) > k + 1 is kijén.)

Persze az igazi probléma a felsd becslés. Hilbert bizonyitdsa
csak igen gyenge felsd becslést ad.

Aztan Hardy és Littlewood (egy Hardytol és Ramanujantdl szar-
mazo particiok vizsgalatara kidolgozott mddszert tovabbfejlesztve)
1920 és 1928 kdzott kidolgoztak egy analitikus mddszert altala-
ban additiv problémak targyaldsara: ez az un. Hardy—Littlewood-
kérmddszer.
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Bebizonyitottak
G(k) <k-2¢2 (k> ko)
(Goldbach is belatta).

Azutan Vinogradov tovabbfejlesztette: 1928-34-ben lényegesen
javitotta, majd

6 '34
lim sup G(k) {3 ¥ rd
k—+oo klogk —
(2 ’59
Végul Wooley ’92
: G(k)
lim sup < 1.
k—oo klogk

12.5 SEJTES. (Hardy-Littlewood)

2k +1, hak#2% a>2
G(k)g 9 # 9 - 9
4k, ha k = 2%, o > 2.

(A sejtést csak k = 2 és 4 esetén igazolt.)

A fenti eredmények és hozzajuk referenciak megtalalhatoéak pl.
[2] cikkben.

G(4) becsléséhez magyar irodalmat is talalunk Id. Turan-
Gyarmati [1].
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13. Pell-egyenletek

Visszatérink az
x? + ay2 =n
egyenletre. Innen tovabb lehet menni més iranyba is. irjunk — jelet

az a elé.

Ez részben visszavezethetd az n = 1 specidlis esetre. Ez az un.
Pell-egyenlet:

13.1 DEFINiC10. Egy x?> — Dy? = 1 egyenletet, ahol D € N, és D
nem negyzetszam, Pell-egyenletnek neveziink.

A legegyszeribb Pell-egyenleteket mar i.e. 400-ban Indidban és
Gorbdgorszagban is tanulmanyoztak. Késodbb a Vll. szazadban Brah-
magupta felfedezte az

(a:f - ayf)(wi - ay%) = (z122 + ay1y2)2 — a(x1y2 + 5132:‘/1)2

dsszefliggést, amely tulajdonképpen egy elsd lépés lehet a Pell-
egyenletek megoldasa soran.

- 13
'_’ili“"h‘

IS

A terllet késbbb egyidore feledésbe merilt, majd John Pell ma-
tematikus Ujra divatba hozta Anglidban.

13.2 TETEL. Azx? — Dy? = 1, D € N egyenletnek
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a) ha D négyzetszam, csak x = +1, y = 0 megoldasa.

b) ha D nem négyzetszam (tehat ¥ Pell-egyenletnek) oo sok
egesz megoldasa van.

A 13.2 Tétel bizonyitasa. a) TegyUk fel, hogy D = k? k € N, és
x, y megoldas. Ekkor:

2’ — Dy =z — Ky’ =(z—ky)(z+ky) =1

vagy

r—ky = -1
< z=—-1y=
x+ ky = —1,
és ezek valbban megoldasok.

b) Szoritkozhatunk pozitiv egész megoldasok keresésére (hiszen
ezekbdl eldjelek valtoztatdsaval minden tovabbi megoldas megkap-
hatd).

Eldszor kicsit gondolkozzunk: oo sok x,, y, megoldast szeret-
nénk.

Ha x,, vy, pozitiv megoldas, nyilvan x,, vy, egyértelmiien meg-
hatarozza egymast. Ezért ha oo sok megoldas 3, akkor ha az egyik
— 00, a masik is.

Tehat a megoldasok nagysag szerint sorba rendezhetdk ugy,
hogy ha az n-edik pozitiv egész megoldast x,,, y,, jeldli, akkor vég-
telen sok megoldas esetében feltehetd, hogy x,, — oo és y,, — oo.
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Ekkor

Amennyiben végtelen sok megoldas van, nézzik mi torténik, ha

n — oo:
T, 2 D — 1
Yn) T
d ~
b
0
igy:

2
n n mn
(m—> —>D:>m——>\/D, azaz vD ~ —,

Yn Yn Yn

Lp
vD -2

n

vagyis

Jkicsi”.

Ezt ugy fejezhetjik ki, hogy az In racionalis szam jol kozeliti,
Yn

»<approximalja” a v D szamot.

Tehat a megoldasok létezése Osszefligg a v D (irracionalis)
szam racionalis szamokkal valé approximalhatésagaval.

Ezek utdn nem meglepd, hogy egy ilyen tipusu tételbdl indulunk
Ki:

13.3 TETEL. (Dirichlet approximacios tétele) vV « irracionalis
szamhoz 3 oo Sok q,, természetes szam, hogy alkalmas p,, egész
szammal




A tételt a kbvetkezo fejezetben bizonyitjuk (Id. 14.2 Tétel).

El6szor e tételt hasznéalva befejezzilk a 13.2 Tétel bizonyitdsanak
b) részét.

13.4 LEMMA. 3t € Z, hogy 0 < t < 24/D + 1 és x? — Dy? = t-

nek oo sok megoldasa létezik.

A 13.4 Lemma bizonyitasa. Alkalmazzuk a Dirichlet-tételt a =
v/ D-vel: ez irracionalis; mert D nem négyzetszam (a szamelmélet
alaptételébdl kdvetkezik, hogy ilyenkor /D irracionalis: HF.)

Azaz a 13.3 Tételbdl kdvetkezik, hogy 3 oo sok q,, € N, p,, € Z,

melyekre
e
dn|  gn
Ekkor q,, > 0 kilénben
n - Mn 1
VD Pl = vp o ! p)z\/D>1z—2.e
TekintsUk
pn? — Dg,?| = |pn — Van‘ : ‘pn + v Dg,
:qn2 &_\/D . p_n_i_\/D
< — <|Pr _ VD +2vD
dn dn
< |Pn_ \/D| +2vD
dn
1
< +2VD
dn
fgy:

1 1
an — an2’ < an i <F + 2V D)

n
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1
= —+2vD <1+2VD.
dn

Azaz oo sok q,, € N és ehhez p,, € Z 3, hogy

—(1+2vVD)<p,2—Dg?2<1+2VD
pn” — Dy’

és persze ez # 0, hiszen D nem négyzetszam.

Ebben az intervallumban csak véges sok (kevesebb mint <
2(1 + 2+/D darab) nem nulla egész esik, azaz skatulyaelv miatt
Jolyan t # 0 egész, amelyre [t| < 1+ 2+/D, és amely co sokszor
fordul eld:

pn:—Dg,> =t oo sok n-re.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik.
Tehat
x? — Dy* =t (13.1)
egyenletnek oo sok pozitiv megoldasa létezik.
Most ebbdl megkonstruéljuk
x? — Dy2 =1
-nek egy pozitiv egész megoldasat.
Tekintstk (13.1)-nek az (x, y) pozitiv megoldasait modulo |t|.

Mod |t| csak |t|? db maradékpar 3, azaz a skatulyaelv miatt 3
olyan maradékpar, amely oo sokszor fordul eld.

Vegylk (13.1)-nek két kil6nbdzd pozitiva. megoldasaét,
(21, Y1), (2, y2)-t, melyekre

Y1 # Y2
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1 =x2 (mod |[t])

y1 =y2 (mod [¢])
x> — Dy,? = x> — Dys? =t

Legyen

def T1T2 — Dy1ys
|
def L1L2 — T2Y1

v =
|

13.5 LEMMA. Ezek az u, v szamok

a) egészek;

b) kielégitik az x> — Dy? = 1 Pell-egyenletet;

c) nem trivialis megoldasok (# (+1,0)).
A 13.5 Lemma bizonyitasa. a) Mivel a két megoldas kongruens
mod |¢|:

x1Ts — Dy1ys = x> — Dy;? =t =0 (mod |t|)
= u eQgesz,

T1Y2 — T2Y1 = T1Y1 — 1y1 = 0 (mod |¢t|)

= v egesz.
b)
u? — Dv?
B (Cclil?z — Dy1y2>2 . (wlyz - C1322U1>2
] ]
_ x1222? — 2Dz x2y1Y2 + D*y1?y2? — Dxi?y2? + 2Dxqx2y1y2 + Dxly?
N |£]?
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x1%(x2® — Dys?) — Dy *(x2? — Dy,?)
|t]?
o (5612 — D’ylz)($22 — Dy22) t-t

2 = 2 = 1.

c) Bar egyszerilinek tlnik, ez sem egészen trivialis. Indirekt. Tegylk
fel, hogy v = 0.

T1Y2 — x2y1 = 0.

Legyen x5 = Azq, ahol A > 0. Ekkor y» = Ay;. Igy

1= a2 — Dy22 = ()\331)2 - D(Ay1)2
= A (z1®> — Dyi?) = N2

Azaz A\? = 1 és X\ > 0 miatt A\ = 1. Vagyis

(iB1y1) = (332, y2)7

és ezzel ellentmondasra jutottunk, és a lemma bizonyitasat befejez-
tok.

Tehat belattuk 3 tehat egy pozitiv egész megoldas. Marad: 3 co
sok is. Ehhez:

13.6 LEMMA. Legyenek (x1,y1), (x2,y2) pozitiv megoldasok. Ek-
kor az egész u, v-t

u+ VDv = (wl + \/ﬁyl) (wz + \/Eyz)

-vel definialva, azaz

u+ vVDv = (z122 + Dy1yz) + VD (z1y2 + ®211),

u v

azt kapjuk, hogy u, v is pozitiv megoldas.
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Megjegyzés: u + v Dv egyértelm{ien van definialva, hiszen ha
u+vDv=1r++Ds(ahol u,v,r,s € Z), akkor u = r, v = s.

A 13.6 Lemma bizonyitasa.

u? — Dv® = (z122 + Dy1y2)? — D(z1y2 + T2y1)?
= (1> — Dy:°)(z2* — Dys*) =1,

és u, v nyilvan pozitiv.

Térjunk vissza a 13.2 Tétel bizonyitasadhoz. Csak annak bizonyi-
tasa maradt hatra, hogy 3 oo sok megoldas.

A 13.5 Lemma miatt 3 x;, y; pozitiv megoldas.
Legyen x.,,, y,, definicidja:

Tn + YoV D = (z1 + y1 VD)™

A 13.6 Lemma miatt x,,, y,, pozitiv megoldas.
Ekkor az (x;, y;) és (z;,y;) megoldasok kulénb6zdek, ha: < j:

zj + y;VD = (@1 + y1 VD) = (z1 + y1V D) (z1 + v1V D)

> 1

> (z1 + y1VD)' = z; + y;VD.
Azaz (xzj,y;) # (xi,yi). Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik.

A kbvetkezOkben csak par széban ismertetiink még néhany el-
méleti eredmeényt a Pell-egyenletek kapcsan.

13.7 DEFINICIO. Tekintsiik az x> — Dy? = 1 Pell-egyenlet pozitiv
megoldasai kézil azt az x = «, y = [ megoldast, melyre x +
yv/D minimélis (3 minimum). Ezt az egyenlet alapmegoldasanak
nevezzUk.
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13.8 TETEL. Az x? — Dy? = 1 Pell-egyenlet ésszes u, v megolda-
sai

u + vV D = +(a + VD),

aholn € 7. Az n Kitevd lehet negativ is.

A tétel bizonyitdsa megtalalhaté pl. Gyarmati-Turan [2] kényv-
ben. A negativ n kitevdkhdz egy apré megjegyzés:

(@t BVD) =L VD

a+ﬁ\/ﬁ_a2—,82D_a_'6\/E°

A Pell-egyenlek elmélete er6sen kapcsoldédik a lanctértek elmé-
letéhez is. Errdl bdvebben [1]-ben vagy magyarul [3], [4]-ben is ol-
vashatunk.
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14. Diofantikus approximacioelmélet

Az eldz6 fejezetben lattunk milyen fontos lehet az, hogy egy ir-
racionalis szam mennyire jél kdzelithetd raciondlisokkal (Id. 13.3
Tétel).

Ezt a terlletet hivjuk Diofantikus approximacioelméletnek.

Alapprobléma: Ha « adott irracionalis szam, akkor alkalmas
p € Z,q € N-nel |« — P milyen ,kicsivé” tehetd, azaz egy irra-
cionalis szam milyen jol k(él)zell'theté, approximalhatd egy racionalis
szammal?

A fejezet f6 célja Dirichlet tételének (13.3 Tétel) bizonyitasa, de
el6tte eqgy kis eldkészités:

o — 2| Kicsiségét” g-nak fiiggvényében szoktuk jellemezni. Mi

q
az ami trivialis? Rdgzitsik g-t, futassuk p-t:

@)

Q= ==
QN =
Qw4

1
a beleesik egy ilyen — hosszu kis intervallumba:
q
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Legyen — az intervallum két végpontja kdzul a kdzelebbi a-hoz
q
Nyilvan:

Ez tehat elérhetd minden fix g-ra, de ha g-t is valtoztatjuk, akkor
1
a hiba mar —-ban négyzetesen kicsire cstkkentheto.
q

A bizonyitas a kévetkezd lemman mulik:

14.1 LEMMA. Legyen « irracionalis, ekkor¥ n € N esetéen 3 p,q €
Z,hogyl < q <nés

1
|a — I—)| < —
q qan
A 141 Lemma  bizonyitasa.

Tekintsuk az

.., {(n + 1)a} € (0,1) szamokat. A (0,1)
1

intervallumot pedig osszuk n darab — hosszu részintervallumra:

{a}, {20}, {3a},.

o
Slm
3o+
S e 4

A skatulyaelv miatt létezik két elem: {ria} és {r,a}, amelyek

ugyanabba a kis intervallumba esnek (ahol feltehetd, hogy 1 < r; <
ro < n+ 1).

n

kE k+1
Azaz 3 k, melyre {ria}, {r:a} € (—, i)
n

Legyen

{ria} = ria — py, ahol p, € Z
{rsa} = roa — py, ahol p, € Z.
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Ekkor

AN

SIE3|=3-

‘{ma} — {ria}

AN

‘7”204 — p2 — (ria — p1)

AN

‘(Tz - Tl) o — (Pz - Pl)

def def
= dq =P

3

lgo — p| <

Mivel1 <7 <ry, <mn+1,ezértl < q=ry —r; < nisteljesll,
és ezzel a lemma allitasat igazoltuk.

14.2 TETEL. (Dirichlet approximacios tétele) Vv « irracionalis

) p .
szédmhoz 3 co sok — raciondlis szam, hogy
dn

1

qn?

‘ Dn
a__

dn

A 14.2 Tétel bizonyitasa. Az el6z6 lemméat alkalmazzuk rendre
n=1,2,3,... valasztassal.

b T . .
Legyen — olyan raciondlis szam, amelyre 1 < q,, < n és

n

1

ngn

a__

‘ Dn
dn

Mivel 1 < q,, < n, ezért

is teljesdl.
1 1

Nyilvan 2% —s o, hiszen — < = — 0.
dn ngpn n
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Hianyzik még annak bizonyitasa, hogy P tértek kdzott oo sok
dn

kUlonb6z0 van.

. Di , . s pon Di .
Valéban, — — o miatt, ha véges sok killénbdz6 lenne a = raci-

qi .
onalis szamok koz6tt, akkor nem tarthatna a sorozat egy irracionalis

szamhoz.

Vajon mennyire éles a 14.2 Tétel? A kbvetkezb példaban egy el-
lenkezd iranyu becslést adunk meg egy nevezetes irracionalis szam

esetében.
14.3 TETEL. V p racionalis szamra

vz-*2
q

Vagyis a 14.2 Tételben maximum a konstansszorz6 javithatd

meg.

A 14.3 Tétel Bizonyitasa. Indirekten bizonyitunk. Tegyuk fel, hogy
egy P racionalis szamra:
q

1
‘\/5—1—)‘<—2.
q 4q
Ekkor:
1 1
V2-Pl<c = <2
q 49> 4
1 p
V2—- <= <V2+ -
q
Tehat:
#0=>2>1
2 22_2 1
o _P|_12€-p 1
q? q? — q?
1
q q q




<

A haromszdg egyenlétlenség szerint |\/§+ B‘ < V2] + ‘B|
q

1
2v/2 + L <4 ioy:

1
4|\/§—B|>—.
q

q2

Azaz )
alv2 Pl |

q| 4q?

amivel ellentmondasra jutottunk és a tétel allitasat igazoltuk

Tehat a 14.2 Tétel szerint irracionalis a-hoz 3 oo sok 1—0, hogy
q

|a—£‘<—.
q

Viszont a 14.3 Tétel szerint van olyan a, hogy minden P racio-
q

1

>

o_ P
4q2

q

Vajon hol az igazsag? A 14.2 Tételben mi a legjobb konstans?
Hurwitz [1] cikke 6ta (1891) a kdvetkez6t tudjuk:

nalis szamra

14.4 TETEL. Ha « irracionalis, akkor 3 oo sok P tért ugy, hogy
q

1
oa— —| < .
| CI‘ V54>

A tétel legismertebb bizonyitasa lanctértekre épiil. Emile Borel

p

[2, 2. fejezet, 15. Tétel] megmutatta, hogy minden irracionalis a
lanctort alakjanak harom egymast kdvetd kozelitd tortje kdzil az
egyik eleget tesz a fenti tételnek.

Ebben az altalanos tételben a +/5 éles, azonban ha nem min-
den irracionalis szamot szeretnénk jél approximalni, hanem csak bi-
zonyos feltételeknek eleget tevoeket, akkor a konstans szorzé még
tovabb csbdkkenthetd.
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15. Algebrai szamok nem approximalhato-
ak tul jol

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az irracionalis szamok jol appro-
ximalhatéak. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy Dirichlet tétele
(14.2 Tétel), konstans szorz6tdl eltekintve nem élesithetd tovabb al-
gebrai szamok esetében.

Eredménylnk alkalmas lesz transzcendens szamok konstrukci-
Ojara is.

15.1 DEFINiCIO. Az a komplex szamot algebrai szamnak nevez-
zlk, ha van olyan (nem azonosan nulla) egész egyditthatos polinom,
amelynek o gydke.

15.2 DEFINICIO. Az « algebrai szam minimalpolinomja olyan (nem
azonosan nulla) egéesz egytitthatos m(x) polinom, amelynek o gyo-
ke, és emellett a fokszama a lehetd legkisebb. Ekkor o foka a mini-
malpolinom fokszama.

El6szér a kdvetkezot bizonyitjuk be:

15.3 TETEL. Ha « egy n-edfoku algebrai szam, és gybke az
f(x), g(x) € Z[x] n-edfoku polinomoknak, akkor f és g (racio-
nalis) konstansszorosali.

A 15.3 Tétel bizonyitasa. Tegyik fel, hogy f(x),g(x) € Z[x],
deg f(z) = degg(z) = n, f(a) = g(a) = 0. Legyen

f(x) = anz™ + ap_12" ' + -+ a1 + ag

g(x) = b,x" + b, 1" 14+ .-+ bz + by.
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Ekkor h(z) & b, f(x) — ang(z) € Z[z] legfeljebb n — 1-edfokd

polinom, amelynek a gybke. Mivel « foka n nincs olyan n-nél ki-
sebb nem nulla polinom, amelynek 6 gybke, tehat h(x) = 0, amibdl
adodoan

bnf(2) = ang(x)
f@) = (@),

azaz a két polinom egymas konstansszorosa.

Vagyis a minimalpolinom konstansszorzétol eltekintve egyértel-
mi. A tovabbiakban azt is kikdétjik a minimalpolinomrdl, hogy az
egyutthatok legnagyobb k6zds osztdja 1.

15.4 TETEL. Egy « algebrai szam m(«) minimalpolinomja mindig
irreducibilis polinom Q felett.

A 15.4 Tétel bizonyitasa. Indirekten bizonyitunk. TegyUk fel, hogy
m nem irreducibilis. Ekkor m = fg alaku, ahol f,g € Q[x] és
deg f,degg < degm.

Mivel m(a) = f(a)g(a) = 0, ezért f(a) vagy g(«) értéke 0.
Feltehet6 g(a) = 0.

Ha g egyutthatoit k6zés nevezore hozzuk, és ez a k6zds nevezd
c, akkor cg egész egyutthatdés polinom és fokszama kisebb az m
minimalpolinom fokanal, amivel ellentmondasra jutottunk. Tehat m
irreducibilis.

15.5 DEFINiCIO. Az « algebrai szamot algebrai egésznek nevezziik,
ha gybke egy 1 féegylitthatos, egész egylitthatos polinomnak.
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Az algebrai szamokrol par szét ejtettlink mar a 8. fejezetben is,
ahol is -tébbek kdzt- megemlitettlik, hogy az algebrai szamok testet,
az algebrai egészek gyurit alkotnak.

Most egy kicsit mas iranyban indulunk tovabb, és bebizonyitjuk,
hogy az algebrai szamok nem approximalhatoak tul jol.

A kovetkezd tétel megalkotdja Liouville, akirdl azt is érdemes
tudni, hogy szintén 6 volt, aki felfedezte Galois addig publikalatlan
munkajanak (pl. az altalanos 6tédfoku egyenletnek nincs megoldé-
képlete) fontossagat, és amely elméletet Ujsagjaban meg is jelentett
1846-ban.

15.6 TETEL. (Liouville [1], 1844) Legyen « algebrai szam, mely-
nek foka n > 2. Ekkor létezik olyan csak a-tdl fliggd c(«) pozitiv
konstans, hogy minden P racionalis szamra (ahol q > 0):

q

c(a
‘a—l—)‘> ()
q q"

A 15.6 Tétel bizonyitasa. Az « algebrai egész minimalpolinomja
m(x), ahol

degm =n > 2.
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Mivel m irreducibilis polinom, igy nincs racionalis gyoke,

()0

Legyen
m(x) = apx" + an_ 12" 1+ ...+ a1z + ao.
Ekkor
. (g) _app" +ap,ap" g+ ...+ aipq" ! 4 aoq”
q q" '

Itt a szamlalé nem nulla, igy a szamlalé abszolut értéke > 1, azaz

q q

o= ()| | (2) >

o)) 2
q n

=0 N e’

( ) (a’l—l—a §+...+<§>“>. (15.1)
/

Ha o — ‘ o , akkor a tétel fennall minden c(a) < |a/2]

konstansra és keszen is vagyunk a bizonyitassal. Ha
‘ ‘ /2]

a——| X 9

q’I’L

akkor a haromszdg egyenldtlenség miatt

/2]
qTL

|- <]
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o/2 3
— <|a|—|——<§|a|.

n —

Szintén a haromsz6g-egyenldtlenség és a fenti egyenldtlenség miatt

' ' 1—1 . 3 3 1—1
a’—1+a’—23+...+<8> §|a|’—1<1++...+(> )
q q 2 2

. 3\*
< |lal=t.2 <5>

Ekkor

1
Ezzel a tételt igazoltuk (mégpedig c(ax) = min {|a/2|, —( )}
1|
konstanssal).

Liouville tételét Thue [3] a kdvetkezOképp javitotta:
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15.7 TETEL. (Thue, 1909) Ha « algebrai szam, amelynek fokan >

3, akkor adott e-hoz, e > 0 létezik olyan c(a, €) csak a-tol és e-

16l fliggb pozitiv konstans, hogy V P racionalis szamra, ahol q > 0
q

fennall:
p c(a, €)
a— | > ="
ql ~ qn/2+1+€

Nem bizonyitjuk.

A kbvetkezb években a becslésben g kitevojét folyamatosan ja-
vitgattak. Végul 1955-ben Roth bizonyitotta a tétel legélesebb valto-
zatat, amelyért 1958-ban Fields-érmet kapott.

15.8 TETEL. (Roth [2], 1955) Ha « irracionalis algebrai szam, ak-

kor minden adott e > 0-hoz létezik olyan c(ca, €) csak a-tdl és e-tol

fliggd pozitiv konstans, hogy V P racionalis szamra, ahol q > 0,
q

fennall:
c(a,e)

q2+€

p

q
Liouville tételére visszatérve, mar ez a tétel is remekul alkalmas

transzcendens szamok konstrualasara. Vegyuk példaul az un. Lio-
uville allandét:

15.9 TETEL. AZ

transzcendens.

A 15.9 Tétel bizonyitasa. Legyen
k

P gty L
o 2n!.

dk n=1
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Ekkor a — tortek kilénb6zoek, hiszen szigordan monoton névekvo

dk
sorozatot alkotnak. Az is vilagos, hogy ha a fenti szummaban k6z6s
nevezére hozunk, akkor q;, = 2k+1)!

Masrészt

1 1 1

— o(kt1)! + o (k+2)! + o (k+3)! +.-.-

1 1 1

< 9 (k+1)! + 2 (k+1)!4+1 + 9 (k+1)!4-2 .
2

2(k+1)!

1 k+1
=2 ()
2

k+1°
q;

gk

‘ Dk

Ha a m-edfokd algebrai szam lenne, akkor Liouville tételének
értelmében minden p/q racionalis szamra

p cla
|a B _| S ( ),
q q"
azaz a py/qy racionalis szamokra
2 c(o
k+1 > | - (n)’
vagyis
k—n+1 Z C(a)
dy

ami ellentmondas, ha k — oc.

A transzcendenciara még visszatérink a jegyzet utolso fejezeté-
ben.
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16. Thue egyenletek

Thue &altal megjavitott diofantikus approximacids tételnek (15.7
Tétel) nem csak elméleti érdekessége van, hanem hasznalhaté dio-
fantikus egyenletek megoldasara is.

Thue apja tengerész volt, és Thue-t gyerekkoraban a fizika ér-
dekelte. A matematika iranti érdeklédése egy kényvkdlcsénzéssel
kezdddott, meglatta egy hirdetésben a ,On pendulum’s meaning of
geometry” ciml kdnyvet (Az inga-féle geometria) és kivette a kdnyv-
tarbol. De amikor megérkezett konyv kiderult, hogy az igazi cime:
,On Poncelet’'s meaning of geometry” (a Poncelot-féle geometria).
Thue amikor raj6tt tévedésére, azt hitte sose fogja elolvasni a kény-
vet, de nem igy tértént (Id. [2]).

16.1 TETEL. (Thue [1]) Ha F(x,y) € Z[x,y] egy homogeén, leg-
alabb harmadfoku kétvaltozds irreducibilis polinom, m € 7, akkor
az

F(z,y) =m

egyenletnek csak véges sok egész megoldasa van.
A 16.1 Tétel bizonyitasa. Legyen

F(z,y) =ax" + ar1" 'y + ...+ a1zy” " + apy”
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(Mivel F(x,y) homogén, minden tagjanak ugyanannyi a foka = r)
Most

F(wa y) =m,
azaz

r
Z a;x'y" " =m /y"
i=0

" z\' m
SN
i=0 Y y

TekintsUk az egyvaltozoés
f(z) =a,2"+a,_12" ...+ a1z + ag

polinomot. Mivel F(x,y) = y"f <£> irreducibilis, ezért f(z) is
Yy
m
Yy

irreducibilis. Ekkor
£Xr
7(5)=
Yy

TegyUk fel, hogy F'(x,y) = m-nek végtelen sok megoldasa van.
Ezek (x1,y1), (2, y2), . ... Feltehetd |y;| — oco. Jeldlje az

(16.1)

f(z) =a,2" +a,_12" ' +... + a1z + ag

irreducibilis polinom gyOkeit

(0 ARN S HTIITIITN 8 74
Ekkor

f(z)=a,(z—a1)...(z — o).
Azaz (16.1) alapjan:

ar(Z-a) (Do) -
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m

Feltettlik, hogy i — oo esetén |y;| — oo, ezért — — 0. igy
xI; €Ir; . z
ar<——a1>...<——ar>—>0 1 — oo eseten
Yi Yi
a, min |[— — ol — 0 1 — oo esetén. (16.2)
Je{1,...,r} Yi

A skatulyaelv szerint 3 f-nek olyan «, gybke, hogy az (x;, y;)
megoldasok koézll végtelen sokra teljesul, hogy:

min _ |— —oj| = |— —ay (16.3)
JE{1l,..m} Y; Yi
Roégzitsuk ezt az oy gyokat, es jeldlje
(wiv yil)a (wiz’ yiz)’ (wiw yi3)a ... azt a vegtelen sok (wia yz)
megoldast, amelyre (16.3) fennall.
Ekkor (16.2) alapjan
T, .
—oy| — 0 k — oo eseten,
Yiy,
T, .
— oy k — oo esetén.
Yiy,

TekintsUk a

-t becsiljuk a Thue-tétellel (15.7 Tétel):

c(a,e)
r/2+14e

Ly,

Yis

— oy >

|yik|
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1
Az egyszerlség kedveéert legyen most e = 1 és c(a,1/4) = c(a).
Ekkor:

T; cla
- = oy > 5/215/4'
Yis, |y'lk:|
lgy:
c(a) g <fb‘z'k ) |m|
——— o7 |Qr —ay || <
|y, Ir/ 2+5/4 tl;[l Yiy |y |”
ey
@ J[ (2 )| <
c(a)la, —oy || < ———
t—1 \Yir |yik|r/2 5/4
ey

. . Ly,
Mivel k — oo esetén

— ay-hez, ezért a bal oldal véges pozitiv

Yi
nem nulla értékhez tart, kmégpedig

c(a) - |a,| [ ] lewe — el
t=1
t£L
-hez. (Ez azért nem 0, mert f irreducibilis, igy f-nek nincs tdbbszd-
rés gyoke.) A jobb oldal 0-hoz tart, és ez ellentmondas.
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17. Geometriai szamelmélet

Gausstél szarmazik a kévetkez6 probléma:
Ha N € N, hany (x,y) egész szampar létezik, melyre
x? +y* < N7
Ez az un. korprobléma.

Ugyanis gyokét vonva:

Va2 +y? < VN,
ahol \/x? + y? az (x, y) pont tavolsaga az orig6tdl.
Masképpen megfogalmazva: Kérprobléma:

Az {(x,y) : =,y € Z} négyzetracsnak hany racspontja van a
v/ IN sugaru kérben?

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

g o o o o o o o o o o}
Q o o o o o o o o o (o}
q o e} o o o e} o o o o}
[e) o o o o o (e} o o o o

Jeldljik az ilyen racspontok szamat F'(IN )-nel.

Val6szinlleg, Gausst az is motivalta, hogy egy adott szam két
négyzetszam dsszegeként valo felirasara mar ismert formula (Id. 7.4
Tétel), és igy érdekes kérdéssé valt az aszimptotikus viselkedés is.
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17.1 TETEL. (Gauss) V NV € N-re
|F(N) — nN| < 20V N.
A 17.1 Tétel bizonyitasa: Jel6lések: Legyen egy terllettel rendel-
kezd S halmaz teriilete T'(S). Legyen
H={(z,y):2*+y* <N, z,y € Z}
Ekkor
F(N) = |H]|

V H-beli (z,y) racsponthoz rendeljik azt az egységnégyzetet,
amelynek 6 a bal alsé csucsa.

/\

T

/
/
/
S
\

e
A\ Vg

VN
N /
. /
~_|

Jeldljik a H-beli R racsponthoz rendelt négyzetek egyesitését

Q-val:
Q= J o

ReH
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Nyilvan
F(N) = |H| =T(Q).

Jeldljuk az origd kdzéppontu r sugaru zart kdrlemezt
{(z,9) : x? 4+ y? < r2} K,-rel.

17.2 LEMMA.
K/N_»s CQ C K /5, 3

A 17.2 Lemma bizonyitasa. [.|Azaz K _ 5-nek V P pontja ben-
ne van egy Q-beli négyzetben.

TekintsUk a négyzetracs P-t tartalmazd négyzetét; ennek bal al-
s6 csucsa legyen R.

Azaz



Ezzel|l.]t igazoltuk.

Il.| Legyen S egy Q-beli pont. Az S-et tartalmazd négyzet bal alsé
csucsaT. Ekkor T € H.

K/~

o

Nyilvan

OS < OT + TS < VN + V2. Kész.

A lemmabodl adédodan:

T (K x_y3) <T(Q) = F(N) <T (K x,y3)
(VN -v2) ' <F(N) < (VN +V2) =

Nm —2V2rvVN < F(N) < <N+gﬁm+g)w
< 6vVN

Azaz:
|FF(N) — Nw| < 6wV N,
|FF(N) — Nm| < 20V N.
Vajon a kérprobléma mennyire javithatd?
Alulrdl: Mar a szazad elején

# o(N'*(log N)*/*)  (Hardy [2] 1915)
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ma is csak
+ o(N1/4(log N)Y4(log log N)°) Erdds és Fuchs [1].

Fellrol

= O(N1/3+e) Voronoi [4], 1903,
= O (N131/516+¢) Huxley [3], 2003.

Rokon a Dirichlet-féle osztoproblémaval, amely

D(N) =) d(n).

becslésébdl all. Technikailag is rokon, de utébbi geometriai nyelven
is megfogalmazhatd, ugyanis

D) =Y dm =33 1=3 1= (5]

n=1 dn d=1n<N d=1
d|n

N

ahol az utobbi 6sszeg az y = — hiperbola alatti pozitiv racspontok
£

szama:
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N
Tehat D(NN) az y = — hiperbola alatti els6 nyilt siknegyedbeli
€r
racspontok szama.

A kdvetkezd tételben egy pontos becslést adunk D (IV)-re.
17.3 TETEL.
D(N) = Nlog N + (2y — 1)N + O(V'N),
ahol ~v az un. Euler—Mascheroni konstans:

def 1
= i g ——1 ~ 0.5772....

A 17.3 Tétel bizonyitasa. D(IN) = Zf:;l d(n) elso felirdsa soran
ad(n) = >_,, 1 képletet hasznaltuk.

Jobban jarunk, ha d(n)-et osztéparok szama szerint szamoljuk
ki. (a,b) osztopar, ha mindketten n osztéi és n = ab. Ha az
osztéparban a < b, akkor a < /n. Igy

din)=2 > 1-—36,,

d<y/m, d|n
ahol
1, ha n = k2,
d(n)
0, ha n # k2.
Ekkor

N - N
=2)" Y 1-> 4,
n=1d<,/n, dln n=1



N

=2> > 1- )4,

d<+/N d*<n<N n=1
o d|n v
[{n: n<N, n=k2?}

2 Y 1- WA

dgx/NdZSdTSN
=2 ) <Zl—21)—|—0(\/ﬁ)
d<+v/N nﬁ{b\f nd<|;bl2
N =d—1
_ ﬂ
=2 ) %— > 2(d—1)+O(VN)
d<+/N d<+/N
vN] —1) VN
=2N Y ;—2<[ | 1>[ ]—I—O(\/N).
d<+v/N

Ismert, hogy az Euler-Mascheroni konstansra fennall

1 1
E —:logaz—i—'y—i—O(—),
n x

n<lx
igy
Z to logvVN +~v+0 (L_>
d<v'N d N
Azaz

D(N) = 2N (1ogx/ﬁ+7 +0 (\/LN» — N + O(V/N)
= Nlog N + (2y — 1)N + O(V'N),
és ezzel igazoltuk a tételt.
Ezek utana Dirichlet-féle osztoprobléma igazabdl:
A(N)=D(N) — NlogN — (2y —1)N
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kilénbség becslése. Errdl ugyanaz mondhatoé el mint a kérprobléma
hibatagjaral.

lgazan eredményesen mindkét probléma exponencialis dssze-
gekkel targyalhaté.

Hivatkozasok
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18. Exponencialis 0sszegek

Mi is az, hogy exponencialis 6sszeg?
Komplex szam exponencialis alakjabdl indulunk ki:
z = r(cos ¢ + isin ) = re'’.
Exponencidlis 6sszegben tipikusan 1 abszol(tértékil, azaz e*#
alaku szamok 6sszege All.

Volt sz6 arrdl, hogy multiplikativ szamelméletben (pl. primszam-
elméletben) milyen fontos szerepet jatszanak a komplex fliggvény-
tani eszk6z6k. Ha ilyen eszkdzdket hasznalunk, akkor analitikus
szamelméletrdl beszéllnk.

Vannak azonban a szamelméletnek olyan teriletei is (additiv
szamelmélet, ,egyenletes eloszlas”), ahol tipikusan komplex sza-
mokkal dolgozunk ugyan, de nincs szlkség a komplex fliggvénytan
eszkoOzeire (,fél-analitikus” szamelmélet).

Mondjuk egy szamelméleti probléma kapcsan bizonyos komplex
szamok 6sszegét kell becsulnlnk

S = Z Zeo
k
irjuk a z,-t exponencialis alakban
z = re'? = r(cos ¢ + isin ),

ahol 0 < r az abszolutérték, ¢ az argumentum, ami mod 27 egyeér-

S = g re'¥k,
k

telm. Azaz



Nagyon sok alkalmazasban 7y, fix

ry =1y =+ =1, (= 1sokszor).

llyenkor
n n
S = Z re'¥ = r Z e'Pr
exponencialis 6sszeg
Itt az e*¥ kifejezést Ugy irjuk és olvassuk mintha hatvany lenne.
as pedig a természetes logaritmus alapszamanak a hatvanya. Ezt

alatamasztja az a tény, hogy 2 ilyen szamot ugy szorozhatunk, illetve
1 ilyet ugy hatvanyozhatunk, mint altalaban a hatvanyokat:

(1) eirreiv2 = eilvrte2)  (Moivre tétele szerint).
(2) (e%)" = e™?.
Aztan a komplex figgvénytanban derdl ki igazan, hogy a valés
e® fliggvény értelmezése kiterjeszthetd a komplex szamsikra, és e*#

tekinthetd az igy nyert
e: C—-C

flggvény z = iy helyen felvett értékének. Most elég annyit tudni,
hogy ilyen e*#-kel (1) és (2) szerint szamolhatunk.

Miért olyan fontos az e*# kifejezés mint ¢ fliggvénye?
Mert periodikus 27 peridédussal, hiszen
Re e’ = cosp, Ime'? =sinp
is periodikus 27 periddussal

Ebbdl kdvetkezik, hogy az e?™% kifejezés mint  fliggvénye peri-
odikus 1 peridédussal, azaz e2™*¥ értéke csak {}-16l fligg.
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p

2w —

Azaz e 94 értéke csak p modulo g maradékatol fiigg. Tipikusan
ezt a tényt hasznositjuk az exponencialis 6sszegek alkalmazasai-
ban. (Masrészt sok problémaban elég

F(t) = f(e¥): R = C
tipusu komplex fuggvényekre szoritkoznunk.)
Eqgy illusztracio (régi tétel, Uj bizonyitassal):
18.1 TETEL. Ham € N, a, b € 7Z, akkor az

ax = b (m) megoldhatd

T

(a,m) | b, és ekkor a megoldasok szama(a,m).

A 18.1 Tétel bizonyitasa. Legyen x € 7Z esetén

ax — b\ "
m—1 .
27
S, = E e m
k=0

ar — b
271

Ez mértani sor, melynek kvéciense: e m

Szeretnénk a mértani sor 6sszegképletét alkalmazni, de ezt csak
akkor lehet, ha a kvociens nem 1. Tehat:

Ha m { ax — b, akkor a mértani sor 0sszegkeéplete alapjan

ar —b\™
271
1—Je m
S __ Y =0
v 2_a€L‘—b ~ valami
e
1—e m



Vagyis

S m, hax megolddsaax =b (m)-nek,
0, haxznem megoldasaax =b (m)-nek.

gy az axz = b (m) megoldasszama

1 m—1
S = — Sw
m 7—0
ar — b
1 mzim=l o h
= — e m
m =0 n=0
ar — b
1 mzlm=l o h
= — e m
m n=0 x=0
1 b . axh
1 —2mi—h 271
= — e m Z e m
m n=0 x=0

0 kulénben

( h m
m, a
= (a,m)

| h

0 kulénben

m
| h< & h=——k, aholk =0,1,...,(a,m) — 1,
(a,m) (a,m)

b

1 (@am)—1 _on; k
S = — Z é (a” m) M
m 2o
b
(@am)—1 _on; k
= e (a” m)
k=0
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_ {(a, m), ha (a,m) | b,

0 kulonben.
Ebbdl a tétel adodik.

Az ELTE matematikus MSc képzésén egy egy féléves targy bo-
vebben foglalkozik a terllettel, Id. Exponencidlis és Karakterdsszgek
jegyzetunk [1].

Hivatkozasok

[1] Gyarmati K., Sarkdézy A.,Exponencialis és Karakterésszegek,
link.
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19. Generatorfiggvéeny-modszer

Az analitikus szamelméletnek, soét, az egész szamelméletben
kulcsszerepet jatszik az un. generatorfliggvény elv (Euler). It a
kdvetkezorol van sz6:

Egy {a1,as, ...} sorozat bizonyos szamelméleti tulajdonségait
akarjuk vizsgalni. Ezt ugy, hogy

{a1, a2, ... }-hezegy f(t) fUggvényt rendellink. Ezt a (valds, komp-
lex vagy harmonikus) analizis eszkdzeivel vizsgaljuk, majd az f(t)-
rol igy gyUjtétt informaciobdl visszakdvetkeztetiink az {a1, as, . .. }
sorozat szamelméleti tulajdonsagaira. Tehat

(
Z eakit trigonometrikus polinomok,
- exponencialis 6sszegek *

ag
{al, as,... } — f(t) ez lehet pl < E Dirichlet sor,
k
k polinom vagy
Z ait™ vagy Z e hatvany sor *

[k
Az elsd kettordl volt sz6. Most a harmadikra egy példa.

19.1 TETEL. (Binet-formula) Az F, = F, = 1, F,.» = F, +
F.t1 (n = 0,1,2,...) rekurzioval definialt un. Fibonacci soro-
zat elemeinek explicit alakja:

n+1 n+1
A e

V5 2 2

Fibonacci az ,Az abakusz kényve” cimi mivében vezette be a
Fibonacci szamokat. Fiatalon bejarta a Mediterraneumot, és ha-
zatérve megismertette Eurdpat az arab-hindi szamokkal és a helyi-
értékes irasmoddal: ,Van tiz hindu jel: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, O.
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Ezen jelek segitségével barmilyen szamot fel lehet irni, amit csak
akarunk.”

A 19.1 Tételt csak joval késdbb (500 évvel) bizonyitotta be de
Moivre és Binet.

A 19.1 Tétel bizonyitasa. Egy analizisbeli tételre épl.

Ha véges sorozatrdl van sz6: A generatorfiggveény polinom
ilyenkor. Ha két < mn-edfoku polinom értéke n + 1 helyen meg-
egyezik, akkor az egydltthatok is megegyeznek.

A végtelen esetben (mint itt):

19.2 LEMMA. (Egyutthatok 6sszehasonlitasanak elve) Ha  két
hatvanysor konvergens egy intervallumban, és ottV x-re megegye-
Zik az 8sszegfiiggveny, akkor az egyditthatok is megegyeznek:

Zanw":anaj" lz| < r = a, = b,.
n n

A fejezetben szerepld lemmakat nem bizonyitjuk.
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Lassuk tehat a tétel bizonyitasat. Jel6ljik a Fibonacci sorozat
generatorfliggvényét F'(x)-szel. Ekkor

F(z) =) Fua"=Fy+ Fz+ B’ +. 4 Fa" +...
n=0

Teljes indukcidval kbnnyen igazolhaté:
F, < 2",
igy F(x) abszollt konvergens |x| < 1/2-re. Tudjuk:

F(x) = Fy+ Fixz + Fox® 4+ --- + Fz" + ...
xF(z) = Fox + Fiz? + Foa® + -« + Fz" ™ 4 ...
aczF(ac) — Fyx’+ e+ Fae*+ - -+ Ex™? 4. ...

Tekintsuk az

F(x) — xF(x) — 2?F(x) = ay + (a1 —ag)x + (as — a1 — ap) x*> + ...
g =0 =0

+ (a'n — Qp_1 — a'n—2)1wn + ...

NG

=0
egyenletet. Ekkor
F(x)(1 —x —z%) =1,
igy minden 1 — = — =2 # 0 esetén
F(x) i " ! ha |z| < 1/2
T) = a,r = T .
— 1—x— x?
. 1 . . 1
Tehat, ha -et hatvanysorba fejtjik: =
1—x— 22 1 —x — 22

>, bnx™, akkor az egyutthatok osszehasonlitasanak elve alapjan
F,, = b,.

162



Marad
1

1—x— x2
hatvanysorba fejtése. Ez parcialis tortekre bontassal.

19.3 LEMMA. Ha f(x),g(x) € Clx] és g(x) gybktényezlbs alakja
g(x) = ao(x — x1)(x — 2) - - - (T — @k),

ahol1 < 1 < j < k esetén i # j (tehat minden gydk egyszeres),
tovabba

deg g(x) > deg f(x),
akkor 3 egyértelmii A, As, ..., A € C, hogy

T A A A
f@) _ A S

g(a:)_a:—al T — as T — ap

1

Ezt a lemmat alkalmazva -
1—x — x2

re:

2’ t+r—1=(x—x)(x — ),

—1++5
ahol x10 = ——.
2
igy most:
1 A, A,
= + (r—x
1—x — x2 —1—+/5 —1—+5 /- 2
~ ~ - - 4+ ——
—(z—z1)(z—2) 2 2
r — I
— = A, + Ay
Tr — T2 T — T2

teljesll V « # xo-re, igy € = x1-reis




1 , . ,
azaz A; = —. Ugyanigy * — xs-vel szorozva és aztan x = x-t

V5
helyettesitve Ay, = ———.
y 2 75
Tehat:
1 1 1
F(x) = = —
1 —x— x? 1—+5 —1 5
2 2
VE—1 VB +1
Bovitjik: -vel Bovitjik: — 5 -vel
_ V5 -1 V5 +1
—1 5+ 1
25 <f2 a:+1> 25 (—\/_; az—l—l)
A végtelen mértani sor 6sszegképlete:
1
— =Yy (<.
- Y
fgy:
VE—1 VB —1\" VE+1 S (VE+1)"
F — —1)" n n
(@) 2v/5 nz:%( ) 2 Ty nz:% 2 v
il Vvs+1\"" 1y vE—-1\""\
— _ — x
n=0 \/g 2 2
F,
Hivatkozasok

[1] Kép, Leonardo Fibonacci, megtalalhaté a Wikipedian: link.
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20. Lefedorendszerek

A generatorfiggvény-mddszerre most egy szép példat latunk
Erdds Paltol [1].

Egy

x=a; (mq)

T = ay (mo)

x = ap (myg)
kongruencia-rendszert lefedérendszernek neveziink, ha

(1) Azmq, ms, ..., mg modulusok kiilénb6zbdek és 1-nél nagyob-
bak.

(2) Minden természetes szam eleget tesz valamelyik kongruenci-

anak.
Példa.
x =0 (2)
x =0 (3)
r=1 (4)
x =1 (6)
=11 (12)

Erdds Pal vetette fel a kdvetkezd, tébb mint 60 évig megoldatlan
problémat: lIgaz-e, hogy tetszdleges nagy IN szamhoz létezik olyan
lefed6rendszer, amelynek legkisebb modulusa nagyobb, mint NV?
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A sejtést végul 2015-ben Hough [3] igazolta, bebizonyitva, hogy
lefedérendszerek legkisebb modulusa kisebb mint 1016,

Erdds Pal és John Selfridge sejtése: Nincs olyan lefeddrendszer,
amelynek minden modulusa paratlan.

Szintén megoldatlan sejtés:
Létezik-e négyzetmentes szamokbdl all6 lefeddrendszer?

Egy lefedérendszer egzakt, ha minden természetes szam ponto-
san egy kongruencianak tesz eleget. Erdds 1950-ben a kdvetkezot
sejtette: Nem létezik egzakt lefeddrendszer.

A sejtést Mirsky, Newman igazoltdk, de eredményiket sosem
publikaltdk. Szerencsére, tolik fliggetlenil Davenport és Rado [2]
megtalélta ugyanazt a bizonyitast.

Most egy generatorflggvényes bizonyitast ismertetlink, amelyet
a kapcsoldédd Wikipédia [4] oldalon talaltunk.

A bizonyitas indirekt. Tegyuk fel, hogy létezik egzakt lefeddrend-
szer

x =a; (mq)

T = az (mo)

T = ap (my)

Felteheto Vi-re 0 < a; < m; — 1.
TekintsUk a

ai
$o + ta1+m1 + ta1+2m1 4+ .= t
1 — ¢m
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a2
192 + t(12+m2 + t(12+2m2 4+ = t

1 — tme
A
$ox + tak-l-mk + tak+2mk 4+ .=
1 — tm

hatvanysorokat.

Mivel a lefed6rendszer egzakt, ezért mindegyik természetes
szam pontosan egy t hatvany kitevdjében szerepel. Vagyis

" + " + + tak
1—tm 1 —tme 1 — e
1
S L e ———
1—1t

Feltehetd, hogy a modulusok kézil my a legnagyobb. Vegyink
egy my-adik primitiv egységgyokat, e-t. Tudjuk:
¢ £ 1

.+ =
1—tm 11—t 1—t

teljesdl, ha |t| < 1.

Nézzuk, mi torténik, ha t — e-hoz.

to g i
T — o (véges),

t22 g2

— véges
e ™ 7o (Véges),
tak—l Eak—l i
T — T (véges).
t

t t*

1 —pm +...—|—71_tmk — 0.
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Viszont
1 1

_>
1—1t 1—¢
és igy ellentmondasra jutottunk.

ez véges,

Hivatkozasok
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21. Primszamelmélet

1885-ben Stieltjes egy Hermitnek sz616 levélben a kévetkez0 sej-
tést fogalmazta meg: legyen

M(n) =) u(k),
k=1
ahol p a Mobius fuggvényt jeldli. Ekkor:

|M(n)| < v/n.

Mertens 1897-ben szintén megfogalmazta a sejtést (immar nyomta-
tott formaban), és azbéta Mertens-sejtésként nevezzik.

A Mertens-sejtésnek azaz érdekessége, hogy kdvetkezne beld-
le a Riemann-sejtés, ezért sokaig ugy tekintettek r4, hogy biztosan
igaz. Mignem Odlyzko és Riele [7] 1985-ben a Lenstra-Lenstra-
Lovasz algoritmust hasznalva megcéafolta a sejtést, bebizonyitva,

hogy:

< —1.009 es limsup

vn vn

Két évvel késdbb Pintz Janos [8] bebizonyitotta, hogy az elsb ellen-

lim inf > 1.06.

példa kisebb mint ~ 10%-39%10™* amely felsé becslést el-59%10% rg
javitott Kontnik és te Riele [4] 2006-ban. Ma mar azt is tudjuk, hogy
a sejtésre a legkisebb ellenpélda nagyobb mint 1016 ([2]).
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A kovetkezdkben ratériink Mertens lengyel matematikus néhany
primszamelméleti eredményének ismertetésére. Mertens [3] az
alabbi tételeket 22 évvel a primszam tétel bizonyitasa el6tt ismertet-
te (1874), és tulajdonképpen fontos |épések voltak a primszamtétel
teljes bizonyitasahoz.

A tovabbiakban minden p-n futdé szummat ugy értelmezink, hogy
a szumma a p primeken fut.

21.1 TETEL. (Mertens I. tétele)

1
Z o8P _ logx + O(1)

p<zT

A 21.1 Tétel bizonyitasa.
A kdvetkezd Legendre-tél szarmazo6 lemméat hasznaljuk.

21.2 LEMMA. n € N esetén n! kvadratikus alakja

n! = H p*?,

p<n

ahol



A 21.2 Lemma bizonyitasa. Az, hogy a [] csak p < n primeken
fut trividlis Csak

+00 n
o — il
! kz::l {p"’]

szorul bizonyitasra.

Milyen tényezdk jarulnak hozza p kitevdjéhez a kanonikus alak-
ban? Csak a p tébbszbrdsei.

p legnagyobb tébbese

[E] ilyen van, mind hozzjarul legalabb egy p-faktorral. De van
p
olyan t6bbszo6rds, ami 2-vel jarul hozza a kitevohoz, t.i. p? tobbszo-

rosei.
. n| .
még egy p-vel; [—2] ilyen van
p

n -
Azutan p3 tdbbesei még egy p-vel: [—3] ilyen van. Osszesen p
p

=22 2]

Az alabbi a Stirling-formula kévetkezménye:

kitevoje:

21.3 LEMMA.

Zlogk = nlogn — n + O(logn).

k=1
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A 21.3 Lemma bizonyitasa. A Stirling formula alapjan:
n! ~ V2nn <2> =0,V2tn <2> ,
e

ahol 6,, — 1.

Logaritmust véve:

Zlogk—log@n—i—logv T+ — logn+nlogn—n
k=1

Ezek utan a tétel bizonyitasa: A 21.2 Lemma alapjan:

Hka lln] = nl.

p<n
Logaritmust véve:

n
Zzﬁl__] n
Zlog p :ZIng = mnlogn —n+ O(logn).
p<n k=1 21.3 I_Temma

(21.1)

A baloldal:

2 EE) -2 G (G- ZB]

p<n \k=1 p<n k=2
“)[
<n k=2 p

o s (23 e

p<n p<n
1 2

] log p

(21.2)

Ezutan R;-t és R,-t becsuljik:

wis g2

p<n

logn
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§logn21=logn-ﬂ'(n):logn-()( i )

<n logn
— O(n). (21.3)
<1 nlogp <1
PAIED SUTTHS SE TS SLL L o
p<n k=2 p<n 1=0
——
! < to_ 2
1> 1=
1-L=1-1
1
cany e
» P
>, log k
<2y 2L — O(n) (21.4)
k=1

Osszefoglalva: (21.1), (21.2), (21.3) és (21.4) alapjan:

1
nz °sp + O(n) = nlogn —n + O(logn)

p<n

lo
nz ip =nlogn + O(n)

p<n

1
Z o8P _ logn + O(1).

p<n

Ezzel x = n € N esetén készen is vagyunk.

Veégul:

52 P = 3 5P _logla] + 0(1) = log @ + O(1).

p<x p p<[z]

1
Ebbdl levezethetd, hogy >~ — divergens (Euler), sot,
p
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21.4 TETEL. (Mertens Il. tétele) x — oo esetén

1 1
Z—:logloga}—i—M—i—O( ),
p log «

p<zT

ahol M az udn. Meissel-Mertens konstans, M
0.2614972128476427837554268386086958590516 . ...

Q

A 21.4 Tétel bizonyitasa. Mi kicsit kevesebbet bizonyitunk, csak

1
Z— = loglogx + O (1).

p<zx

A bizonyitas parcidlis 6sszegzésen vagy mas néven Abel atren-
dezésen mulik.

21.5 LEMMA. Han € N, A1,Q2,...,0p,b1,b0,...,b, € C, akkor

def | O hak =0
Ak: k
Z’L:lal hak:]—,2’ooo,n

-etirva

i a;b; = i (Ai — A1) by
i—1 i—1

=) Ai(bi — bip1) + Anby, (21.5)
1=1

Megjegyzés. Tipikusan akkor alkalmazzuk, ha
(l) al,a2...,b1,b2,--- € R
(il) Ag-kra j6 aszimptotika van

(iii) b1, ba, ... monoton és b; — b;;-re j0 formula van.
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Nézzlk tehat 21.4 Tétel bizonyitasat. Az el6z6 lemmat alkalmaz-

zuk
(log . )
: ha: = pprim
a; = | )
| 0 ha ¢ # p nem prim,
4 1 )
- haz>1
b, =< logt
|1 ha i =1
valasztassal.

Ekkor (21.5) baloldala:

log p 1
p logp

Most:
a; =0 hatz =1
Ai = lo .
Yoaj =), 5P ha is1.
J<i p<i P

Vagyis (21.5) jobboldala:

n—1

> Ai(bi — bit1) + Apby =

=1
mivel A; = 0:

— (logp)( 1 1 )_'_Zlogp 1
logi log(i+ 1) = P logn

=2

M
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lo
legyen §; = > op<i o8P _ logi (= O(1), Mertens |. tétele)
- p

= Z(logz + 6;) (logz log(il—l— 1)> + (logn + O(1)) @

z”:l .(1 1 >+z":5<1 1 )+0()
= og 1 — i — n
P s logi log(i+ 1) ; logi log(i+ 1)

1=
g

\ -
~ ~N~

Itt

visszarendezve

1
Z Z (logi — log(éi — 1)) — ogn.
IOg'I, log'n,
Kévetkezdkben megjegyezzik, hogy
: . 1 —1 1
logi — log(i — 1) = —log—— = — log (1 — _'>
i i
-re hasznalhatjuk a
2 3
log(l—w):—x—%_%_...:_w_l_o(wz)

dsszefliggést, azaz

1 1
logi —log(: —1) = ;+O<Z—2> .

logn

ZZ

(logi —log(: — 1)) —
logz logn
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=2 . 1=2
- 1
=) ——+0(1)
— 1log
1=2
Itt
> —— = +0(1)
i:2zlogz 2 xlogx

= [loglog x]5; + O(1)
= loglogn + O(1).

Azaz
Z = loglogn + O(1).

1

Kovetkezik >, becslése. Emlékeztetink 4, definicidjara:

1
Z o8P —logi = O(1).

p<i

Ekkor:

‘Z‘_ |5| 101gz'_1og(z'+1)

1
N Z ow <logz log(i + 1))
n—1 1 1
=0 (; logi log(z + 1))

1
-0
<log2>

= 0(1).
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Vagyis
1
S, = Z — = loglogn + O(1).

p<n
Ezzel a tételt, ha « egész be is bizonyitottuk.

Tetszbleges x-re felirjuk a mar bizonyitott 6sszefliggés = helyén
[x]-szel, és haszndljuk, hogy log log  — log log[x] = o(1).

21.6 TETEL. (Mertens lll. tétele)

1(-3)-

o< P log:c’

ahol ¢ = e = 0.561459483566885... (itt v az un. Eu-
ler—Mascheroni konstans).

A Tétel Mertens Il. tételébdl kdvetkezik.

(Megjegyezzik, hogy Mertens Il. tételének altalunk bizonyitott
gyengébb verzidbdl csak

kovetkezne...)

A 21.6 Tétel bizonyitasa. A bizonyitdsban nem hatarozzuk meg a
c konstans értéket. Legyen

1 1
p(p) E log (1 — —) + —.
p/ P
Ekkor

log(l — x) = —x + O(x?)

p(p) =0 (;) :
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Itt >, p(p) abszollt konvergens.

Ekkor

3 <1 _ 1) _ toglle.(1-2)

— ezpém IOg(l_%)

= eZPSm(_%—i_p(p))

e Zpgm %‘i‘zp p(p)_2p>m p(p)
e—(log log x+c1+0(1))+ca+o(1)

e~ loglog z+c3 | e0(1)

C3

= = —(140(1)),
og T

ezzel a bizonyitast befejeztik.

A m(x) elemi becslése a legtobb els6éves kurzuson szerepel.
Emlékeztetdil: bebizonyitottuk, hogy Je;, c2 > 0 konstans, hogy

x> 2. (21.6)

ci1 <7(x) < co
log x log x

Tovabba kimondtuk a primszamtételt:

xr

(@) ~ logx

Ez az élesebb valtozat most még tul nehéz lenne. De visszatér-
ve (21.6)-re, egy (az elsdé évben megadottdl kiildnbdzd) elegans és
tanulsagos bizonyitast adunk az als6 becslésre.

21.7 TETEL. Han € N, n > 7, akkor

n

log 2 < w(n).

logn
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A 21.7 Tétel bizonyitasa. A bizonyitas Gelfond és Schnirelmann
Otletét hasznalja (Id. Gelfond szerkesztdi megjegyzéseit [1]-ben),
melyet késdbb Nair [5], [6] Ujra felfedezett.

21.8 LEMMA. n > 7 esetén [1,2,...,n| > 2™.

Ez elég ugyanis

2" < [1,2,...,n] = [[p** < [[ n=n"".

p<n p<n

T
ahol p® < n < p%*!

A logaritmus fliggvény szigorian monoton:

nlog2 < w(n)logn
n

logn

log 2 < w(n).

A 21.8 Lemma bizonyitasa. Tegyulk fel, hogy k, £ természetes sza-
mok, 1 < k < £; tekintsuk

1
Ik, 0) ¥ | 211 — )" *de
0 egész eg;[]tthatés
£—1-ed foku polinom
1
= / (a1 + apsx®™ 2 + -+ - + a1z + ag) dx
0
1 1 1
= ay_1 / tdx + ag_2/ ot 2%dx + - + al/ xdx + ag
0 0 0
ag_1  Qp_3 1
o —|— —|— e oo + a1 — _|_ a
¢ -1 g 770
u
=
v
ahol u, v egész, (u,v) =1, v>,v | [1,2,...,4].

De I(k, £), azaz v kdzvetlendl kiszamolhato.
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TekintsUk tetszdleges y-ra

0

i (12 ; 1) y" I (k, £) 2 < ) - /01 S e

o
/ <£ - 1) (2y)* (1 — o)’ *dz

/'wy+a—w» da

/(l+ﬂy—D)
F1+uy—nV]

a binomialis tétel szerint

Ly —1)
_ oy 1
Ly—1) £Ly-—1)
1 yf-1
e y—1

1 ¢
. k—1
_zZy

k=1

Tehat , ,
L—1 1
> < " )yk_lI(k,E) =, v
k=1 k=1
Itt a jobb és baloldalon y-nak két polinomja all, amelyekre a he-

lyettesitési értékek minden y-ra megegyeznek. Azaz a megfeleld
egyutthatoik is megegyeznek, vagyis

(: B 1)1(/4,5) ==

Tehat
I(k,£) = t _ 1
ey k()
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u
ltt a jobboldalon eredetileg — volt, ahol (u,v) = 1, azaz most u =
v

1,v=k(;). Vagyisv =k(}) | [1,2,...,4£].

Specidlisan k = m, £ = 2m-et véve

()

Hasonléan, k = m, £ = 2m + 1-et véve

[1,2,...,2m] | [1,2,...,2m + 1].

2 1
m< mt ) 1[1,2,...,2m + 1].
m

A\ g

(2m+1)(37)

Az elbbbi két oszthatésagot dsszefoglalva:

[m<2:>, m(me+ 1)] 111,2,...,2m + 1].

m(2m + 1)(2"""7?:r 1)] 111,2,...,2m + 1].

Vagyis

Azaz

1,2,...,2m +1] > m(2m_|-1)<2$>
>m (o) + (1) + () +

lgy, ham > 2 (= 2m + 1 > 5), akkor
[1,2,...,2m + 1] > 2. 2%™ = 22m+1,

Tovabba, m > 4 (= 2m + 2 > 10), akkor

2m

2m

[1,2,...,2m+2] > [1,2,...,2m+1] > m-2%™ > 4.22™ = 22m+2
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Osszefoglalva:
[1,2,...,n] > 2", han > 9.
Véqgul n = 7-re, 8-ra kiszamolhato:
[1,2,...,7] =420 > 128 = 27
[1,2,...,8] = 840 > 256 = 2°,

Ezzel a lemmat igazoltuk.
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22. Transzcendens szamok.

Hermite 1873-ban igazolta, hogy az e transzcendens. Mddszerét
altalanositva 9 évvel késdbb Lindemann bebizonyitotta, hogy a = is
transzcendens.

C. Hermite C. L. F. von Lindemann

Ma mar sok bizonyitas ismert ennek a két tételnek az igazolasa-
ra, vannak koztlk viszonylag elemiek is, pl. elemi bizonyitast tala-
lunk a kdvetkezd oldalon is: link.

Mi most nem tériink ra a fenti elemi bizonyitasok ismertetésére,
hanem inkabb megnézzik, hogy vajon milyen altalanosabb tételek
|éteznek transzcendencia bizonyitasara. A legismertebb ezek kézil
a kdvetkezd:

22.1 TETEL. (Lindemann-Weierstrass) Ha o, as,. .., «, algeb-
rai szamok linearisan fliggetlenek Q felett, akkor e*,...,e% al-
gebrailag flggetlen Q felett, azaz nincs olyan konstans nullatol
kiilénb6z6 tdbbvaltozds racionalis egylitthatos polinom, amelynek
e, ..., e gybke.

Baker 1990-ben [1, 1. fejezet, 1.4. Tétel] Ujrafogalmazta ezt a
tételt a kdvetkezo allitds formajaban:
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22.2 TETEL. Ha a1, as,...,a, algebrai szamok és a1, as, ..., x,
Kiilbnbbzb algebrai szamok, akkor

a1 €™ + aze® + -+ - 4+ ane®™ =0

egyenletnek csak akkor teljesdlhet, haay = a3 = -+ - = a,, = 0.

Ha meggondoljuk, ebbdl a tételbdl azonnal kdvetkezik, hogy az
e transzcendens.

Ha ugyanis e gybke az a,x" + --- 4+ a1x + ap raciondlis
egyutthatés nem nulla polinomnak, akkor a 22.2 Tételt alkalmaz-
vaaz a9 = 0,y = 1,...,a, = n szamokra, azt kapjuk, hogy
ape® + ae* + - -+ + a,e* = 0-bél adédbéan ag, a4, ..., a, Sza-
mokra ag = a; = - - - = a,, = 0 teljesll, és ez ellentmondas.

A 7 transzcendencidja is kdvetkezik a tételbdl, ugyanis, ha =
algebrai szam, akkor z7r is (mivel ekkor ¢ és 7 algebrai szam, ezért
i is. Ugyanerre elemi bizonyitas:

ha = gybke az f(x) egész egyutthatos polinomnak, akkor ¢mw gydke
az f(ix)f(—ix) polinomnak. De f(ix)f(—ix) egész egyuttha-
tos, hiszen f(ix) = g(x) + ih(x) alaky, ahol g(x), h(x) egész
egy(tthatos polinom. Ekkor f(—iz) = f(iz) = g(x) — ih(x) és
f(iz) f(—iz) = g*(z) + h*(z).)

Ha <7 algebrai szam, akkor a Lindemann-Weierstrass tételbdl

kbvetkezik, hogy

a1’ + axe’™ = 0

csak akkor teljestlhet, ha a; = as = 0. Azonban az Euler-
azonossag miatt e’™ = —1, azaz 1 + e'™ = 0 mégis teljesll, és
ez ellentmondas.
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A Lindemann-Weierstrass tétel bizonyitdsa tul megy jelen jegy-
zetlnk keretein.

Fontos azonban megemliteni, hogy Baker tovabbfejlesztette a
fenti modszert, megalkotva a hires Baker-mddszert.

A Baker mddszerrdl egy nagyon jé kis magyar nyelvii 6sszefogla-
|6t olvashatunk Pink Istvan [2] tollabdl, amely az alabbi helyen érhetd
el: link.

A cikk utolsé részében példat is lathatunk a Baker-modszer al-
kalmazasara, nevezetesen a 3" — 2™ = 1 (specialis Catalan egyen-
letnek) nincs mas megoldasa az egészek kérében mint (n,m) =
(2, 3).

Visszatérve a transzcendenciara, bizonyitas nélktl megemlitjik
még a hires Gelfond-Schneider tételt is:

22.3 TETEL. (Gelfond-Schneider) Ha a és b algebrai szamok, me-
lyekre a ¢ {0,1} és b irracionalis szam, akkor a® transzcendens.

Ebbdl a tételbdl példaul kénnyen kdvetkezik, hogy \/5\/5 transz-
cendens, hiszen, haa = \/5‘/5 ¢ {0, 1} algebrai lenne, akkor mivel

187


https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2022-10/1171-a-baker-modszer

b = /2 is algebrai szam, a tétel értelmében a’ transzcendens, de

N N R
()=

A kovetkez06 oldalon jé par példat lathatunk transzcendens sza-
mokra, és olyan szamokra is, amelyekrdl ma még csak sejtés, hogy
transzcendensek: link.
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