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1. Bevezetés

A szamitogépek kordban a véletlengeneralas fontos szerepet jatszik éle-
tiinkben. Azonban a véletlengeneralas kapcsan felmeriil néhany nehéz kérdés:
Mi is az a véletlen generalas? Az altalunk hasznéalt modszerek valoban vélet-
len objektumokat allitanak-e el6? Manapsig nagyon sokféle véletlen struk-
tarakat vizsgéalnak, de az alkalmazasokban a legtébbszor a pszeudovéletlen
[0,1) sorozatok (Id. pl. Niederreiter [60]) és a pszeudovéletlen bitsorozatok
szerepelnek. Jelen dolgozatban pszeudovéletlen sorozatokat és azok tobbdi-
menzios kiterjesztéseit tanulmanyozzuk.

Valodi véletlen sorozatokat tobbnyire fizikai moédszerekkel generalnak, de
vajon ezek a fizikai modszerek tényleg megfelelGek-e? E kérdések és problé-
mak kapcsan idéznék Lovéasz Laszlo [53] ismeretterjesztd cikkébdl:

y,Ugyanakkor a véletlen igen nehéz fogalom is. Véletlen-e az, hogy egy
foldobott pénz fejre vagy irasra esik? A pénzfeldobas eredménye a véletlen
esemény iskolapéldaja, de ha jol meggondoljuk, miért is ne tudna egy igazan
éles szemt és gyors eszli ember az alatt, amig a pénz folfelé szall, megfigyel-
ni a palyajat, perdiiletét és amit csak még kell, és ebbdl kiszamitani, hogy
melyik oldalara fog esni? Hogyan lehet megkiilonboztetni az "igazi" vélet-
len jelenségeket az olyan jelenségektdl, melyeknek a kimenetelét csak azért
nem tudjuk megjoésolni, mert nem all rendelkezésiinkre elegendé adat, vagy
elegendd id6 ahhoz, hogy kiszamitsuk?”

A valodi véletlengenerdlasnak a gyakorlatban sok hétranya van: Valodi
véletlengenerélassal nyert sorozatok kozott el kell fordulnia - mégha nagyon
ritkan is - nagyon specidlis szerkezetd sorozatoknak is, melyek specialis szer-
kezete az alkalmazas(ok)ban hibas eredményekre vezethet. Eppen ezért, ha
valoban véletlen (pl. fizikai modszerre épiils) generatort hasznalunk, akkor a
kapott sorozatot utolag tesztelniink kell, hogy valoban rendelkezik-e bizonyos

véletlen szerkezettel. Tovabba, ha a kapott sorozatot példaul a kriptografi-
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aban akarjuk felhasznalni, akkor a teljes sorozatot el kell juttatnunk leve-
lez6partneriinknek. Altaldban tehat az ilyen tipusu sorozatok alkalmazasa
hosszadalmas és nehézkes. Ezért a gyakorlatban ma mar csak nem kizarolag
valamilyen matematikai algoritmussal elallitott, a véletlent csupan imitalo

un. pszeudovéletlen sorozatokat hasznélunk.

2. El6zmények

Az elmilt 70 évben rengeteg cikk sziiletett a pszeudovéletlenség témako-
rébdl. Ezekben a cikkekben kiilonbo6zd célok, megkozelitések, matematikai
modszerek széles skaldja szerepel. Magat a pszeudovéletlenség fogalmat is
tobbféleképpen definialjak. Menezes, Oorschot és Vanstone [57]| egy kitting
kriptografiai konyvet irt 2001-ben, melyben - tobbek koézott - a pszeudové-
letlenség fogalmat is analizaljak. Korabban a pszeudovéletlenség fogalmét
altalaban bonyolultsdgelméleti uton definialtak. Goldwasser [17] egy kitting
attekintd cikket irt errdl a nézépontrol. Azonban mostanaban a bonyolultsag-
elméleti megkozelitést egyre szélesebb korben kritizaljak. Fontos probléma
példaul az, hogy ez a megkdzelités csak generatorokat mindésit, de az egyes
sorozatok aposzteriori tesztelését nem teszi elkeriilhetévé. A bonyolultség-
elméleti megkozelités egyik standard definicioja az tgynevezett ,kévetkezd
bit teszt”, amely azonban csak bizonyitatlan hipotéziseken alapuld teszte-
lést tesz lehetévé. Tovabba a bonyolultsagelméleti megkozelités altalaban
végtelen hosszu szamsorozatok esetén hasznélatos csak, mig a gyakorlati al-
kalmazasok soran mindig csak véges hosszii sorozatot hasznalunk.

A pszeudovéletlen binaris sorozatoknak rengeteg alkalmazéasa van. Ezek
koziil a legfontosabbak a hires Vernam féle titkosito eljarashoz kapcsolodnak
(mely abbél all, hogy a bitsorozat formajaban adott tovabbitand6 informéciot
ugy titkositja, hogy ahhoz modulo 2 hozzdad egy véletlen vagy pszeudovélet-
len bitsorozatként megadott kulcsot).

Toébb mint 15 évvel ezel6tt Mauduit és Sarkozy [55] bevezetett egy 1j,

konstruktiv megkdozelitést. Azota ez a teriilet folyamatosan fejlgdik, rengeteg



cikk sziiletett a témaban. Sarkozy [62]-ben egy kitling osszefoglalast ad a
legfontosabb eredményekrsl.

Egy adott sorozat pszeudovéletlen tulajdonsigainak jellemzésére Mauduit
és Sarkozy [55] a kovetkez6 kvantitativ mértékeket vezették be (bitsorozat

helyett nyilvan vizsgalhatunk +1-ekbdl és -1-ekbdl allo sorozatokat):

2.1. Definicié. Legyen Ey = (e1,e,...,en) € {—1,+1}" egy N hosszii
+1 sorozat. Jelélje U(En,t,a,b) az

t—1
U(En,t,a,b) & Z €a-+jb-

J=0

osszeget. Ekkor En-nek az eloszlas mértékét

W(Ey) % max|U(Ex(t, a,b)| = max

a,b,t a,b,t ’

E €a+5b

képlettel definialjuk, ahol a maximumot az 0sszes o]yan a, b, t-n vessziik, ahol

a,bt eENésl<a<a+(t—1)b<N.

Az eloszlas mérték szamtani sorozatokban tanulményozza azt, hogy a +1-
ek és —1-ek szdma mennyire kozel van. Gyakran azonban sziikség van arra is,

hogy a sorozatban tobb elem egymaéashoz valé viszonyét is vizsgaljuk. Ehhez:

2.2. Definici6é. Legyen Exy = (e1,e,...,en) € {—1,+1}" egy N hosszii
+1 sorozat. Legyen tovabba D = (dy,...,dy) természetes sziamokbol allo

sorozat, ahol di < --- < dy, jeldlje V(En, M, D) az

M
def
V(EN, M, D) = E En+di€n+ds - - - Cntd,-

n=1
osszeget. Ekkor Fn-nek az (-edrendd korrelacié mértékét

M

def
Co(Ex) = max|V(Ey, M, D)| = max Zlen+d16n+dza ety
n—=
képlettel definialjuk, ahol a maximumot az Gsszes olyan D = (dy,ds, . .., dy)
sorozaton és M egész szamon vessziik, ahol 0 < dy < dy < --- < dy <

M+d, <N.



Cassaigne, Mauduit és Sarkozy 9] bebizonyitotta, hogy majdnem minden
Ey € {1, +1}" sorozatra W (Ey) és Cy(Ex) < vV N(log N). Igy egy Ey
sorozatot ,,j0” pszeudovéletlen sorozatnak tekintiink, ha mind W (Ey) mind
Co(En) (legalabb kicsi ¢-re) kicsi (legfeljebb o(N)) N fiiggvényében.

[61]-ben Mauduit és Rivat a legalapvet&bb statisztikus tesztek eredmé-
nyét jol becsiilte W és C} segitségével. (Ezeknek a statisztikus teszteknek a
pontos definiciojat példaul [57]-ben talalhatjuk meg.) Brandstétter, Winter-
hof [7] és Andics [3] a linearis komplexitéast becsiilte a korrelacio segitségével.
Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy W és C, alapvet§ mértékek, segit-
ségilikkel tobb pszeudovéletlen tulajdonsag jol kontrollalhato. Természetesen
szamtalan tovabbi W-hez és Cy-hez hasonlo pszeudovéletlen mérték lenne be-
vezethets, azonban valahol hatart kell szabnunk az tjabb és tjabb mértékek
bevezetésének. Ezt a problémat Knuth [50] konyvében részletesen targyal-
ja a Kolmogorov komplexitas nézépontjabol. A fent emlitett - statisztikus
tesztekre és a linearis komplexitasra vonatkozé - eredmények miatt a legtobb
cikk a W és Cy mértékekre szoritkozik, melyek tekintheték a pszeudovélet-
lenség legalapvet6bb mértékeinek. Jelen dolgozatban az eloszlés és korrelacio

mérték mellett, idénként még a kdvetkezd mértékeket fogjuk hasznélni:
2.3. Definici6. Legyen Ey = (e1,es,...,en) € {—1,+1}" egy N hosszi
+1 sorozat. { €N, M €N, X = (zy,...,7)) € {—1,+1} esetén legyen

T(Ex, M, X)= [{n: 0<n <M, (eni1,easz--renpe) = X}

Ekkor az ¢-ed rendii normalitas mértéke En-nek

Ne(Ey) ¥  max max  |T(En, M, X) — M/2|.
Xe{—1,+1} 0<M<N+1—¢

Megjegyzem, hogy Mauduit és Sarkozy [55] eredménye szerint

2.1. Tétel.
Ny(En) < max Cy(Ey).

—1<t<t



Vagyis a korrelacio segitségével a normalitas mérték jol becsiilhets. (Ezért a
legtobb cikkben nem kezelik kiilon a normalitas mértéket.)
A kombinalt mérték a korrelacio és az eloszlas mérték kozos altalanosité-

Sa:

2.4. Definicié. Legyen Ey = (e1,e,...,en) € {—1,+1}" egy N hosszii
+1 sorozat.  Ekkor Ey-nek az f(-ed rendd kombinalt (eloszlas-

korrelacid) mértékét a kivetkezdképpen definialjuk:

t—1
def
Qu(EN) = ax |Z(a,b,t,D)| = max E Cartjbtdi Catibids - - - Catibids| >
1Yy t e j:0

ahol a maximumot az dsszes olyan a,b,t egész szamokon és D =

(di,ds, ..., dy) kiilonb6z6 egész szémokbol all6 sorozaton vessziik, ahol az
dsszes el6tordulé a + jb+ d; index eleme az {1, ..., N} halmaznak.

Mauduit és Sarkozy [55] el6szor a Legendre szimbolum segitségével konst-

rualt erés pszeudovéletlen tulajdonsigokkal rendelkezd sorozatot.

2.2. Tétel. Létezik egy po szam, hogy ha p > py prim, akkor ha az E, | =

(é1,...,ep—1) sorozat n-edik elemét

en = (ﬁ) (n=1,2,...,p— 1 esetén)
p

képlettel definialjuk, akkor

W(E,1) < 9p"? logp

Co(E,_1) < 9p*'? logp.

A bizonyitas Weil tételének [68] egy kovetkezményén alapul, melyet Sar-
kozy és Mauduit [55] Vinogradov egy egyenlStlenségét [66] hasznalva bizo-
nyitott:



2.3. Tétel. Ha p prim és x egy d-ed rendil karakter, amely azonban nem
fokarakter modulo p, f(x) € F,[z] k-adfoki polinom, melynek faktorizacidja
f@)=b(x—a)" .. (x —2,)" (x; # x; hai # j) F, (= F, algebrai lezartja)
felett és ahol

(d,dy, do, ..., ds) =1,

akkor az olyan X,Y valos szamokra, ahol 0 <Y < p, tudjuk, hogy

> x(f() is

X<n<lY

< 9kp* '~ logp.

Az utobbi tiz évben szamtalan pszeudovéletlen binéris sorozatot konst-
rualtak és teszteltek, a legjobb konstrukciokra W (Ey) < NY/2(log N)¢ és
Cy(Ex) < NY2(log N)* becslések is fennallnak, ahol c,cy,cs,... pozitiv
konstansok. Eleinte ezek a konstrukciok rogzitett N-re csak ,kevés” N
hosszisagu sorozatot adtak. Néhany kriptografiai alkalmazasban azonban
nagyon ,sok” sorozatra van egyszerre sziikség. (Gyakran sziikséges példa-
ul, hogy az alkalmazott sorozat minél tobb azonos hosszisagu sorozatbol
legyen kivalasztva, abbol a célbol, hogy ésszert idén beliil ne lehessen - pél-
déul az 6sszes lehetséges sorozatot végigprobalva - megtalalni az alkalmazott
sorozatot.) Elgszor Goubin, Mauduit és Sarkozy [18] igazolta, hogy pszeudo-
véletlen sorozatoknak - egy altaluk bevezetett nagy csaladjaban - a sorozatok

erGs pszeudovéletlen tulajdonsidgokkal rendelkeznek.

2.1. Konstrukcié. Legyen K > 0 rogzitett egész. 'Tekintsiik az 0Osszes
olyan f(x) € F,[z] k-adfoku polinomot, ahol k < K, és amelynek nincs
tébbszoros gyoke F,-ben. Minden ilyen polinomhoz hozzarendeliink egy
E, = (e1,eq,...,e,) € {—1,+1}? p hosszii bindris sorozatot gy, hogy a

sorozat n-edik eleme
(2.1)

Hoffstein és Lieman [47] olyan f(x) polinom hasznalatat javasoltak (2.1)-

ben, melyeknek nincs t6bbszoros gyoke, se nem péros, se nem péaratlan.
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Azonban a kapcsolodo E, = (ey,eq,...,€,) sorozat pszeudovéletlen tulaj-
donsagair6l semmit sem bizonyitottak. Késgbb Goubin, Mauduit és Sarkozy
[18] igazolta, hogy ha néhany nem tulsigosan megszorité feltevést kikotiink
a konstrukcioban szerepls f(x) polinomrol, gy az Ey sorozatnak erds psze-

udovéletlen tulajdonsagai vannak:

2.4. Tétel. Ha p prim és f(x) polinomra teljesiilnek a 2.1. Konstrukcié
kikétései, akkor a (2.1)-gyel definialt E, sorozatra

W(E,) < 10kp'/*logp.

Tegytlik fel tovabba, hogy ¢ € N és legalabb egy teljesiil a kovetkez6 3 feltétel
koziil:
(i) =2;
(ii) ¢ < p és 2 primitiv gy6k modulo p;
(iii) (4k)* < p.
Ekkor
Cy(E,) < 10kp*?log p.

Késébb Mauduit és Sarkozy [56] az élesebb

4k+f <p

feltétellel helyettesitette az (iii) feltételt a 2.4. Tételben.

Valoszintleg az (i)-(iii) feltételek mindegyike élesithets (dolgozatom 6.
fejezetében kisérletet is teszek erre), de példak mutatjak, hogy ilyen vagy
hasonl6 tipust feltételekre sziikség van.

A 2.1. Konstrukcioban szereplé sorozatokat aposzteriori tesztelte Rivat,
Sarkozy [61]-ben. Az Amerikai Szabvanyhivatal (National Institute of Stan-
dards and Technology) sts-1.4. csomagjaban megjelolt néhany olyan statiszti-
kus tesztet, amelyek alapvets fontossaguak, és amelyeknek egy erds pszeudo-
véletlen tulajdonsigokkal rendelkezé sorozatoknak feltétlen eleget kell tennie.
Rivat és Sarkozy szamitogép segitségével tesztelt néhany 2.1. Konstrukcio-

ban elgallitott sorozatot. Minden esetben azt talaltdk, hogy ezek a sorozatok
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messze eleget tesznek a NIST altal megjelolt statisztikus tesztek mindegyik
kritériumanak. Ezentul is vannak szamitogépes evidencidk a 2.1. Konstruk-
ci6 erds pszeudovéletlen tulajdonsdgainak az igazolasara. Pl. Andics [3] a
linedris komplexitast vizsgalta szamitogép segitségével, s azt talalta, hogy
annak értéke is - minden vizsgalt esetben - optimalis.

Bizonyos alkalmazasokban a pszeudovéletlenség tobbdimenzios analogon-
jara van sziikségiink. Ahhoz példaul, hogy egy képet a Vernam-féle titkosito
eljaréssal titkositsunk pszeudovéletlen binaris sorozatok helyett ,pszeudové-
letlen binaris racsokra” van sziikségiink. Ezért a kdzelmultban Hubert, Mau-
duit és Sarkozy [48] bevezette a pszeudovéletlenség tobbdimenzios elméletét.

Egy dimenzioban tehat sok erés pszeudovéletlen sorozatot konstrudltak.
A legerGsebb konstrukciokat tipikusan F,-ben generalték, additiv vagy mul-
tiplikativ karaktereket és polinomokat hasznéalva. A pszeudovéletlen mérté-
kek becslése soran hasznalt legkomolyabb eszkéz Weil tétele [68] volt. Sajnos,
a legtobb egydimenzids konstrukcié tobb dimenziéra vald kiterjesztése soran
gondok meriilnek fel. Ugyanis a Weil tétel tobbdimenzios kiterjesztését, a
Deligne tételt kellene alkalmaznunk. Béar mostandban Fouvry és Katz [14]
egyszertsitette a Delinge tétel alkalmazhatosdgahoz sziikséges feltételeket,
de azért bizonyos nem szingularitasi feltételre még mindig sziikség van, és ez
gondokat okoz a tétel alkalmazésa soran. A nehézségek ellenére, [36], [44],
[45] [48], [52], [54], [56] [58], [59]-ben erds n-dimenziés konstrukciokat adtak
meg.

A kovetkezs 8 fejezetben részben egyediil, részben tarsszerzékkel irt [21],
[22], [27] [29], [31] [32], [44], [45] cikkeimbd] ismertetek eredményeket. Végiil
az utolso fejezetben roviden emlitem a [20], (23], [33], [34], [35], [36], [37],
[38], [39],[40], [41], [42], [43] cikkekben szerepls kutatasi témaimat.



3. A hatvanygeneratorral konstrualt pszeudové-

letlen sorozatok

Ebben a fejezetben a hatvanygenerator pszeudovéletlen tulajdonsagait
tanulmanyozzuk. (A hatvanygenerator specialis esetként tartalmazza az RSA
generatort és a Blum-Blum-Shub generatort.)

A hatvanygenerdtort a kovetkezSképpen definialjuk:

Legyenek k > 2,m > 1 és 0 egészek, amelyre 1 <9 <m —1, (¢,m) = 1.
Az {u,} sorozatot a kovetkezd rekurzioval definialjuk

uy = v

(3.1)

u, =uf , (modm), 0<u,<m-—1, n=12....

A hatvanygeneratornak szamos alkalmazéasa van a kriptografidban, 1d.
[5], [11], [51], [63]. A hatvanygeneratort a (k, p(m)) =1 (ahol p(m) az Euler
fiiggvény) speciélis esetben RSA generdtornak, a k = 2 speciélis esetben
Blum-Blum-Shub generdtornak hivjuk.

Habar a hatvanygeneratornak szamtalan kiilonb6z6 tulajdonsidgat tanul-
méanyoztak (pl. [5], [8], [10], [11], [13], [16] [19], [46], [51], [57], [63]), de
nagyon kevés feltétel nélkiili eredmény ismert; a legtobb eredmény azon a
feltételezésen alapul, hogy nem lehet polinomiélis idében faktorizalni. A
[32]-ben ko6zolt eredményeim feltétel nélkiiliek. Ezekrsl adnék itt egy rovid

Osszefoglalot:

3.1. Jeldlés. Legyen p prim, ¥ € F,. Definidljuk az u, sorozatot (3.1)-gyel,
ahol p prim modulust vessziik m helyén (ekkor u,, a [0, p— 1] intervallumban
van). Nyilvanvaléan u, = 9*" (mod p) multiplikativ rendje monoton csik-
kend (nem szigoruan!), ahogy n — oo. Jeldlje ng a legkisebb pozitiv egészet,
amelyre n > ng esetén

u, =9 (mod p)
multiplikativ rendje ugyanaz a t szam. Ekkor

(k,t) = 1.

9



Jelolje T' k multiplikativ rendjét modulo t.

Ebben a fejezetben p, 9, t, k, T, ny szamokat és {u,} sorozatot végig a fent

definialt modon értelmezziik. Vildgos, hogy az

Ungy Ung+1; Ung+25 + - -

sorozat tisztan periodikus T periddussal.
Ezutan az {u,} sorozatot u,, utolso bitje szerint binéris sorozattéa konver-

taljuk:

3.1. Konstrukcié. Definialjuk az Er = (ey,...,er) sorozatot a kivetkezd
képlettel
{ +1 ha u, pdros,
en =

—1 ha u, paratlan.

Ebben a fejezetben az Ep sorozat pszeudovéletlen tulajdonsagait becsiil-

jik. El6szor az eloszlas mértéket és a normalitas mértéket becsiiljiik.

3.1. Tétel.
W(Er) < p”/3(log p)*.

A normalitas mértékre a kovetkezs becslésiink van:
3.2. Tétel. Minden ¢ > 1/4 esetén
Ny(BEr) < K Dp 8 (log p)™*,

ahol az alkalmazott konstans szorz6 csak e-tdl fiigg.

A 3.1. és 3.2. Tétel bizonyitasa Friedlander, Hansen és Shparlinski [15]
tételeinek altalanositasait hasznalja.

Egészen mostanaig csak a ,rovidtavolsagi” (shortrange) korrelaciot
(>, €ntdi€ntds - - - En+a, kis d;-kre) tudtuk becsiilni. Bourgain 1j, gyonyo-
ri tételét [6] hasznalva azonban a ,hosszitavolsagt” (longrange) korrelacio

is jol becsiilhets. Igy [32]-ben mindhérom (eloszlas, normalitas, korrelacio)

10



mértékre nem trivialis fels6 becslést adtam, ezzel bebizonyitva, hogy a hat-
vanygenerator a Mauduit és Sarkozy altal bevezetett értelemben is erds psze-

udovéletlen tulajdonsigokkal rendelkezik.

4. A Legendre szimbd6lumot hasznal6é csalad f-

bonyolultsaga

Néhéany alkalmazasban nem elég tudni, hogy a csalad sok pszeudovéletlen
sorozatot tartalmaz, az is fontos, hogy a csaladban sok ,fliggetlen” sorozat
van. Ennek vizsgalatara vezette be Ahlswede, Khachatrian, Mauduit és Sar-

kozy [1] az f-bonyolultsdg fogalmét.

4.1. Definicié. Legyen F N hossztt Ex € {—1,+1}" pszeudovéletlen soro-
zatoknak egy nagy csaladja. Jeldljiik C(F)-fel az F csalad f-bonyolultsagét,
amelyet azzal a legnagyobb j egész szammal definialunk, amelyre a kovet-
kez6 teljesiil: minden 1 < 4y < iy < -+ < 4; < N j-esre és €1,€9,...,65 €

{—1,+1}-re, legalabb egy Enx = (e1,...,en) € F sorozat létezik, amelyre

€i; = &1, €, 282,...,€ij = &j.

Ahlswede, Khachatrian, Mauduit és Sarkozy [1| bebizonyitotta, hogy ha

kicsit modositjuk a 2.1. Konstrukciot, akkor olyan pszeudovéletlen generatort

kapunk, amelynek nagy az f-bonyolultsiaga.

4.1. Tétel. Legyen p prim. Tekintsiik az Osszes olyan f(z) polinomot,
amelyre

0 <deg f(z) < K
(itt deg f(z) jeléli f(x) fokat) és f(x)-nek nincs tobbszords gyike F,-ben.
Minden ilyen f(x) polinomra, tekintsiik azt a binaris E, = E,(f) =
(e1,€2,...,6,) € {—1,4+1}? sorozatot, amelyet (2.1)-gyel definidlunk, és je-

l6lje F, az ily modon kapott binaris sorozatok csaladjat. Ekkor

C(F1) > K.
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Ahlswede, Mauduit és Sarkozy [1] a kovetkezd altalanos fels becslést adta

binaris sorozatok tetszéleges F nagy csalddjara:

4.1. Propozicio.

C(F) <

A 3.1. Propoziciobol azonnal kévetkezik, hogy

< log | F1| < K +1

CFI < log2 — log2

log p.

Igy also becslésként K-t, felss becslésként {i—; log p-t tudunk mondani
C(F))-re. Erdekes kérdés, hogy vajon melyik becslés &ll kozelebb az igazség-

hoz? [29]-ben megjavitottam az also becslést, és a kovetkezst kaptam:

4.2. Tétel.

>
ClF) 2 21og 2

logp — O(K log(K logp)).
Vagyis az also és a fels6 becslés most mar csak egy konstans szorzoval tér
el egymastol. Az alsd becslés bizonyitasa soran karakterdsszegeket és Weil

tételt [68] alkalmaztam.

5. Pszeudovéletlen binaris sorozatok konkatena-
ci6ja

A pszeudovéletlen sorozatok hasznalata kozben el6fordulhat, hogy az al-
kalmazott pszeudovéletlen sorozat nem elég hossztu. Ezen ugy probalunk segi-
teni, hogy a csaladbol tobb sorozatot rakunk egyméas mogé. Persze kérdéses,
hogy ekkor a kapott hosszabb sorozatnak mikor lesznek erds pszeudovélet-
len tulajdonsagai? Tulajdonképpen azt szeretnénk, hogy barhogy vesziink a
csaladbol sorozatokat, azokat egymas mogé irva (,konkatenalva”), még min-
dig er6s pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezzen a kapott, hosszabb

sorozat. Anantharam [2| definiciojat altalanositva [22|-ben bevezettem az

f-korrelécio fogalmét.
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5.1. Definici6. Legyen F C {—1,+1}" pszeudovéletlen sorozatoknak egy
nagy csaladja. F-nek (-edrendii f-korrelaciojat a kovetkez6képpen definial-

Jjuk:
Co(F) def max Cé((EJ(\})vEJ(\?)""’Ef(\I;)))’
1<k<e, BQED . EPer

ahol a maximumot az oOsszes 1 < k < [ egészen és kiilonbozo
1) (@) (k) S 1) (@) (k)

EN L EN ... EyN’ € F sorozatokon vessziik, és ahol (EN', EN, ..., EN’) €

{—1,+1}*N kN hosszii binaris sorozat, amelyet gy kapunk, hogy rend-

re az E](\}), E](\?), cees E](\]f) sorozatok elemeit egymés utan irjuk (azaz az
E(l), E(Q), el EWMY sorozat az E(l), E(z), e EWY sorozatok konkatenécié-
N BN N N BN N
ja).

Korédbban a 4.1. Definicibban bevezettiikk az f-bonyolultsag fogalmat.
Felmeriil a kérdés, hogy valoban sziikség van-e az f-korrelacié bevezetésére?
[22]-ben példéakkal igazoltam az f-korrelacio sziikségességét.

Ezek utan olyan nagy csalddot konstrualtam, amelynek a f-korrelacidja
kicsi. Kiindulasi alapul a 2.1. Konstrukcioban ismertetett nagy csaladot
vettem. Ebben az esetben f(x)-et frva (2.1)-ben egy (ei,ez,...,e,) soro-
zatot kapunk, f(z + 1)-et irva pedig ennek a sorozatnak egy ,eltoltjat”, az
(e2,€3,...,€p, 1) sorozatot kapjuk. Ezen két sorozat nyilvinvaléan nem fiig-
getlen, s valoban egymas mogé ifrva a két sorozatot egy olyan 2p hossza
sorozatot kapunk, amelynek a masodrendi korrelaci6ja nagy. Szerencsére, a
2.1. Konstrukciéban szerepld csaladnak egy elég nagy részcsaladjat véve ez

a probléma elkeriilhetd:

5.1. Tétel. Legyen p prim és K € N, K < p. Tekintsiik az dsszes f(x) €

F\[x] polinomot, amely irreducibilis és
0<k=degf(r) <K,
tovabba f(x) felirhato

flz) = 2" + ap_92™? +ap_sz™ > + -+ a1z + ag
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alakban, ahol 1 < i < k — 2 esetén a; € F, és xi°8/~1 = zF~1 egyiittha-
toja a1 = 0. Minden ilyen f(z) polinomra, vegyiik az E, = E,(f) =
(e1,€2,...,€ep) € {—1,+1}? (2.1)-gyel definialt binéris sorozatot, és legyen
Fy az igy kapott binaris sorozatok nagy csaladja. Ekkor ¢ > 2 esetén

Co(Fy) < 10K 22 1p 2 log p.

E konstrukcié6 némi szépséghibaja, hogy irreducibilis polinomokboél in-
dul ki, de megjegyzem, hogy viszonylag egyszerd és gyors konstrukciok és
algoritmusok ismeretesek irreducibilis polinomok készitésére. Az 5.1. Té-
telt [22]-ben igazoltam. [22]-ben bevezettem a gyenge korrelacio fogalmat is,

melyben csak bizonyos konkatenédciokon vessziik a maximumot.

6. Legendre szimbd6lumon alapulé sorozatok

konkatenaci6ja

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az irreducibilis polinomokbél valé kiin-
dulas miatt az 5.1. Tételben bevezetett Fo csalad alkalmazésa nem idealis.
Ebben a fejezetben egy masik csaladot adunk meg, tugy, hogy a csaladban
szerepld sorozatok sokkal gyorsabban generalhatoak. Sajnos, ennek a csalad-
nak az f-korrelacioja nagy lesz, de ez a probléma megkeriilhets. Egyszertien
megmondjuk, hogy a csaladbol milyen sorozatok irhatdak egymas utan ugy,
hogy a kapott hosszabb sorozatnak biztosan (és bizonyitottan) erds pszeudo-
véletlen tulajdonsagai legyenek. A fejezetben szerepls eredményeket [21]-ben
igazoltam.

A kiindulasi alapunk tovabbra is a 2.1. Konstrukciéban szereplé nagy
csalad. Ennek vessziik egy részcsaladjat, amely még mindig elegendGen sok
sorozatot tartalmaz. Ezt Ggy tessziik meg, hogy a konstrukcidoban szerep-
16 f(x) polinomok halmazat szikitjiik. A 2.4. Tételben lattuk, hogy ha
f(x) polinom foka és a korrelacié rendje nem tul nagy, akkor a sorozatnak

a korrelacioja kicsi. A kovetkezSkben egy olyan f(x)-re vonatkozo feltételt
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ismertetek, amely szintén biztositja a kicsi korrelaciot, raadasul az ilyen po-

linomok nagyon egyszertien és gyorsan konstrualhatoak.

6.1. Tétel. Legyen p egy paratlan prim, R € N, f(z) € F,[z] egy polinom,

amely felirhato

f@)= (2" —a1) (2* —az) -+ (2" — ag) (x — 1)

alakban, ahol 0 < deg f(z) = 2k + 1 < K, az a;-k kiilénb6z6 kvadratikus
nem maradékok modulo p, azaz (%) = —1 hal <1 < k. Minden ilyen f
polinomra, tekintsiik a (2.1)-gyel definialt E, = E,(f) pszeudovéletlen binaris
sorozatot. Legyen F3 az ily modon definialt binaris sorozatok csaladja. Ekkor

minden E,(f) € F;3 esetén
Cul(By(f)) < Klp'/* logp.

A 6.1. Tételben nem becsiiltiik az eloszlas mértéket. De a 2.4. Tételt

alkalmazva azonnal éles becslést kapunk az eloszlas mértékre:
W(E,(f)) < Kp'/?logp.

Természetesen adodik a kérdés, hogy a 6.1. Tételben miért nem a kicsit
egyszertibb f(x) = (22 — a1) (2% — ay) - - - (#? — ay) alakt polinomokat hasz-
naljuk? Ekkor ugyan az E,(f) sorozat korrelacioja kicsi, de ez a sorozat
szimmetrikus (e, = e,—, ha 1 < n < p), ami problémékat okoz az alkalma-
zésokban (1d. pl. [26]).

Habar az F3 csalad sok erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal ren-
delkez§ sorozatot tartalmaz, elGfordulhat, hogy a csaldd bizonyos soro-
zatal nem fiiggetlenek egymastél. Legyenek E,(,l),E,(f),EI(,?’),...,EI(f) €
{=1,+1}? p hosszt binaris sorozatok. Jelolje (E,(,l),EI(;Q),EI(P), .. .,E,(,t)) €
{=1,+1}" azt a tp hossz sorozatot, amelyet gy kapunk, hogy rendre
az EI(,D,EZ(,Q),EZ(,?’), . .,Ez(,t) € {—1,+1}? sorozat elemeit egymés utan irjuk.
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Kérdésiink a kovetkezs: adott egy fix E,(,l) € JFj3 sorozat, ekkor hogyan va-
laszthatunk tovabbi EI(;Q), EI(;3), ceey E,(,t) € JFj3 sorozatokat ugy, hogy a soro-
zatok ,konkatenéaciojanak”, azaz (E,(,l),EI(;Q),EI(P), e E,(,t)) € {—1,4+1}" so-
rozatnak erds pszeudovéletlen tulajdonsagai legyenek? Sajnos, az nem igaz,
hogy barhogyan valasztjuk az E,(,l), E,(,Q), ey El(f) € F3 sorozatokat, akkor az
(B B, By

len tulajdonsagai lesznek. Tekintsiik a kovetkezd egyszeri ellenpéldat:

. EY) € {=1, +1}* sorozatnak mindig erds pszeudovélet-

PR

B =B, ((x—1)) € F,

EY = E, ((z* —a)(z = 1)) € F,

EY® = E, ((2* — a2)(z — 1)) € F,

EI()A‘) =FE, ((x2 —ay)(2? — ay)(x — 1)) € Fs,

Ekkor E,, = (EI(;I), EI(;Q), E,(;3), E,(,4)) sorozatnak a 4-edrendd korrelaci6ja nagy.
Valoban:

C4(E4p) Z |V(E4p7p7 (07p7 2p7 3p))|

— 1+nz: (”;1) ((HQ—alg(n—l)>
<(”2 —az)(n — 1)) <(n2 —a1)(n® = as)(n — 1))
g (e

A kovetkezGkben — elégséges feltételt adunk arra, hogy az
(EI(,U,E},Z),E};?’), cee E;(,t)) € {—1,+1}" sorozatnak erGs pszeudovéletlen
tulajdonséagai legyenek.
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6.2. Tétel. Legyen

fi(@) = (2% —an)(@® —aw) ... (2% — ay, ) (x — 1),

fo(x) = (2% — ag1) (2% — ag2) ... (2% — gy, ) (2 — 1),

fi(@) = (2% —an)(@® — a) ... (2% — ag, ) (z — 1), (6.1)

ahol a;1, a;o, . .., a;, kiilénb6z6 kvadratikus nem maradékok modulo p hal <
1 < t. Tegylik fel tovabba, hogy a;; = a,s akkor és csak akkor fordulhat elé

1t =v és1=s. Legyen

K =2maxr; + 1 = max deg f;(x).

1<i<t 1<i<t
Definialjuk E;(f) € Fs-t E,(fi)-vel tgy, hogy (2.1)-ben f;-t irunk f helyébe
1 < i < t esetén. Ekkor E,, = (EI(,U,EI(,Q),EI(,B),...,Ez(,t)) e {—1,+1}®

sorozatnak erds pszeudovéletlen tulajdonsagai vannak:

W(Ey,) < tKp'/?log p,
Ci(Ey) < Ktt21p 2 log p.

7. A Legendre szimbélum racs

A pszeudovéletlenség tobbdimenzios kiterjesztése Hubert, Mauduit és
Sérkézy [48] nevéhez kotddik. Ok vezették be a kivetkezd definiciokat:
Jelolje Iy, azon n-dimenzios vektorok halmazat, amelynek koordinatai O

és N — 1 kozotti egész szamok:
IV =A{x=(z1,...,25) s x1,...,2, €{0,1,...,N —1}}.

Ezt a halmazt n-dimenzios N-rdacsnak vagy roéviden N-rdcsnak nevez-
zik. Ezt a definiciot &ltalanosabb racsokra is kiterjeszthetjiik.  Le-
gyen up,Us,...,Uu, n darab linearisan fiiggetlen vektor, ahol ujy-nek az i-

edik koordinataja pozitiv egész, a tobbi koordinata viszont 0, azaz u; =
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(0,...,0,2,0,...,0) alaku, ahol z; € ZT . Legyen ty,ts,...,t, olyan egé-
szek, ahol 0 < ty,tq9,...,t, < N. Ekkor a

By ={x=zu1+ - +z,uy: 0<uz;|u| <t;(<N)i=1,...,n esetén}

halmazt n-dimenzios N -téglardcsnak vagy roviden N -téglardcsnak nevezziik.

Hubert, Mauduit és Sarkozy [48]-ban kiterjesztette a binaris sorozatok

c sz

ex =n(x) Iy — {=1,+1}

egy fiiggvény. Az egyszeriiség kedvéért, ha x = (z1,...,x,) és igy n(x) =
n((x1,...,,)), akkor a jov6ben azt irjuk, hogy n(x) = n(z1,...,x,).

Egy ilyen fliggvény tugy szemléltethetd, mint egy N-récs, amelyben a
racspontokat a + és — elGjelek valamelyikével helyettesitjiik. Az ilyen fiigg-
vényeket bindris N-rdcsoknak vagy rovidebben bindris racsoknak nevezziik.
A binaris 2 vagy 3 dimenzios pszeudovéletlen racsok hasznalatosak digitalis
képek, térképek titkositasahoz.

[48]-ban Hubert, Mauduit és Sarkozy a kovetkezd pszeudovéletlen mérté-
keket vezette be binaris racsok pszeudovéletlen tulajdonsagainak vizsgalata-

ra:

7.1. Definici6é. Legyen
0y —{—1,+1}

egy binaris racs. Definialjuk az (-edrendd pszeudovéletlen mértékét

n-nak a kovetkezd képlettel

Qu(m) = max_ ZBH(X+d1)-~-n(X+de) ,
xXe

ahol a maximumot az Osszes olyan kiilonboz6 dq,...,d, € I} vektoron és

N-téglaracs B-n vessziik, ahol B +d,,...,B+d, C I}.

Ma mar jonéhany tobbdimenzids konstrukeid ismert erds pszeudovéletlen
tulajdonsagokkal rendelkezs réacsokra 1d. pl. [36], [44], [45] [48], [52], [54],
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[56] [58], [59]. Ebben a fejezetben egy természetes - Legendre szimbolumon
alapulo - konstrukciot ismertetek, melyet [44]-ben és [45]-ben publikaltunk.
A korébbi cikkekben megadott konstrukciok kissé mesterkéltek. Réadasul
ezeknek a mesterkélt konstrukcioknak az implementalasa meglehetGsen bo-
nyolult. Igy [44]-ben - Sarkézy Andrassal és Cameron L. Stewarttal kozosen
- olyan ,természetes” konstrukciot definaltunk, ahol a pszeudovéletlen mérté-
kekre adott becslések gyengébbek ugyan, mint az el6bb emlitett cikkekben,
de még mindig erds, nem trividlis becslések. Ez a kovetkezé volt: Egy dimen-
zibban a legjobb és a legtobbet vizsgalt binaris sorozat a 2.1. Konstrukcioban
definialt binaris sorozat. Ennek természetes két dimenzios kiterjesztése a ko-

vetkezd:

7.1. Konstrukcioé. Legyen p egy paratlan prim, f(xy,xs) € F,[x1, xo] pedig
kétvaltozos polinom. Definialjuk n: I? — {—1,+1} racsot

f(z1,22) —
ooy = | (52) e Uz =1, (1)
+1 hap| f(x1,22)

képlettel.

Megjegyezziik, hogy tobb olyan kétvaltozos f(xy,z2) polinom létezik,
amelyre az n racsnak gyenge pszeudovéletlen tulajdonsagai vannak. Néz-

ziink néhany ilyen példat:
7.1. Példa. Legyen
f(z1,22) = c(g(z, 1’2))2 5
ahol ¢ € F,, g(z1,22) € F,lx1,x0]. Ekkor a (7.1)-gyel definialt racs majd-

nem minden eleme <§> kivéve f(x1,x2) nullhelyeit. Ebbgl kovetkezGen, ha

f(x1, z5) foka nem tul nagy, akkor @1(n) nagy.

7.2. Példa. Legyen f(xy,z2) = g(x1), ahol g(z) € F,[z] egyvaltozos poli-

n(wy, wo)n(r, 22 + 1) = (g(azl)) (g<x1>) =+1

p p

nom. Ekkor
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kivéve g(z1) gyokeire, amibdl kovetkezGen (QQo(n) nagy.

7.3. Példa. Legyen f(z1,22) = g(z1)h(x2) ahol g(x), h(z) € F,[z] egyvalto-

z0s polinomok. Kis szamolas utéan konnyen lathato, hogy Q4(n) nagy.

Az Osszes fenti példa specialis esete a kovetkezdének:

7.4. Példa. Legyen r nem negativ egész és legyen «;, 8, € Fp, j =1,...,r

esetén. Legyen

flxr,20) = (H filojzy + 5j$2)> g(z1, 5752)2 (7.2)

alak polinom, ahol f;(z) € F,[z] és g(x1,22) € Fylz1, 2]

Az olyan f € F,[z,y] polinomokat, amelyek felirhatoak (7.2) alakban
degeneralt polinomnak hivjuk, és amelyek nem irhatéak fel ilyen alakban,
azok a nem-degeneralt polinomok.

Abban az esetben, amikor az f polinom nem-degeneralt [44]-ben a kévet-

kez6t tudtuk bizonyitani:

7.1. Tétel. Legyen f(xy,x2) € Fplxy,xo| k-adfoki polinom. Tegyiik fel,
hogy f(x1,x2) nem irhato fel (7.2) alakban, és a kiévetkezd 5 feltétel kiziil
egy fennall:

a) f(x1,xq) Irreducibilis Fp[zy, xs]-ben,

b) { =2,

¢) 2 primitiv gy6k modulo p,

d) 45+ < p,

e) { és az f(x1,x2) polinom foka x1-ben (esetleg xo-ben) paratlan.

Ekkor a (7.1)-gyel definialt n binaris racs esetén

Qu(n) < 11kep** log p.

Az els6 harom példa azt mutatja, hogy ha f degeneralt, akkor az (7.1)-

gyel definialt binaris racs akar gyenge pszeudovéletlen tulajdonsagokkal is
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rendelkezhet. Ezt a szituaciot [44] egy folytatasaban [45]-ben analizaltuk.
Bebizonyitottuk, hogy az f degeneralt polinomhoz rendelt n binaris récs
pszeudovéletlen mértékeinek érteke az f polinom (7.2) alakjaban szerepls r
nagysagatol fiigg. Tovabba [45]-ben azt is igazoltuk, hogy a 7.1. Konstruk-
ci6 bizonyos nagyon specialis esetekben megegyezik egy - Hubert, Mauduit
és Sarkozy altal - [48]-ban bevezetett konstrukcioval. Igy ekkor egyszerre
vannak optimélis becsléseink a pszeudovéletlen mértékekre, ugyanakkor a

konstrukcié rendkiviil gyorsan és egyszertien implementalhato.

8. Konvex és egyenes mérték

Binéris racsok pszeudovéletlenségének vizsgalata soran - talan csak a [39],
[40], [41] sorozatban bevezetett normalitas, korrelacio és szimmetria mérté-
keken kiviil - leginkabb a 7.1. Definicioban megadott Q,(n) pszeudovéletlen
mérték hasznalatos. Azonban csak ezeket a mértékeket alkalmazva, nem
kaphatunk teljes képet a binéris récs 0sszes pszeudovéletlen tulajdonsagarol.
(téglardcsokon) vessziik. Vilagos, hogy itt a maximumot nem vehetjiik az
osszes B C I}, halmazon, sziikség van bizonyos megkotésekre. Ugyanakkor
fontos, hogy ezek a megkotések ne legyenek nagyon specifikusak. [27]-ben
olyan 1j pszeudovéletlen mértéket vezettem be, melyben a maximumot kon-

vex politépokon vettiik, és igy egy természetesen adodo 1j mértéket nyertiink.

8.1. Definicié. Legyen n: I3y — {—1,+1} binaris rdcs. Az n binaris racs

f-edrendii konvex meértékét az

ef
Xe(n) € max | Y nlx+da) (x| (8.1)
xeKNIY,
képlettel definidljuk, ahol a maximumot az Gsszes olyan dq,da2,...,d, € I}

kiilénb6z6 vektoron és K C [0, N — 1|™ konvex politépon vessziik, ahol K +
dy,....K+d, C[0,N —1]".
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Nagyon valoszintd, hogy az X,(n) konvex és Qy(n) pszeudovéletlen mér-
tékek egymastol fiiggetlenek, de ennek bizonyitasa reményteleniil nehéznek
ttinik. Azonban [27]-ben bevezettem egy harmadik mértéket, melynek segit-
ségével mind a konvex mind a pszeudovéletlen mérték jol kezelhets. Ehhez

sziikség van a kovetkezd definiciora:

8.2. Definicié. L C I}, szegmens ha L a kovetkez6 alakba irhato

L={x=(x1,...,2,): ©1 = a1t+by,...,x, = apt+b,, t € {0,1,..., M—1}},

ahol M < N, a;,b; € Z (i =1,2,...,n-re) és (ay,...,a,) # (0,...,0).
Ezutan [27]-ben definialtam az un. egyenes mértéket:

8.3. Definicié. Legyen Iy — {—1,+1} egy binaris rdcs. Az n récs (-

edrendi egyenes mértékét a kiévetkezd képlettel definialjuk:

def
L = L.D
e(n) =, max |V(n,L,D)
= LAl g |2 100 i) o)
€L
ahol a maximumot az dsszes olyan kiilonb6zé dq, . ..,dy € Iy, vektoron és L
szegmensen vessziik, ahol L +d,,...,L+d, C I}.

[27]-ben bebizonyitottam, hogy az X,(n), Q.(n) mértékek feliilrsl becsiilhe-
tSek Ly(n)-val.

8.1. Tétel. Minden n: I% — {—1,+1} bindris rdcsra

Xo(n) < N""'L(n).

Qe(n) < N ' Ly(n).

[27]-ben egyszeriien konstrualtam olyan binéris racsokat, amelyekre X,(n)
illetve Q¢(n) optimalisan kicsi, ugyanakkor az egyenes mérték L(n) maximé-

lis. Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy az egyenes mérték segitségével

22



jol tudunk kontrollalni tovabbi pszeudovéletlen mértékeket. Igy a jelenleg
ismert mértékek koziil ez a ,legszigorubb”.

[27]-ben igazoltam, hogy majdnem minden n : I} — {—1,+1} binaris
racsra Ly(n) értéke ¢y NY/2 és ¢,N'/2(log N)/? kézott van. Végiil megadtam
egy konstrukciot, amelyre az egyenes mérték optimalisan kicsi. A 8.1. Tétel-
b6l adoddan ennek a binaris racsnak a konvex és pszeudovéletlen mértékeire

is nem trivialis felsg becslés adhato.

9. Rovid részsorozatok korrelacidja

Néhény kriptografiai alkalmazasban rendkiviil fontos, hogy ne csak az
egész sorozat, hanem annak rovidebb részsorozatai is erds pszeudovéletlen
tulajdonsagokkal rendelkezzenek. Nyilvanval6an

max U(Eyn,t,a,b)| =t,
ENG{71,+1}N| (Ex )

max |V(En,M,D)| = M.
Eye{-1+1}N

Amennyiben |U(Ey,t, a,b)| nagy t-hez képest vagy |V (Ey, M, D)| nagy M-
hez képest, gy az E sorozatnak van egy ,része”, amely gyenge pszeudovélet-

len tulajdonsagokkal rendelkezik. A legjobb egydimenzids konstrukciokban
\U(Ey,t,a,b)] < NY?(log N), |V(Ey,M,D)| < NY*(log N)*

bizonyitott. Ha t vagy M < N'/? ezek a becslések trivialisak. Az alkalma-
zasokban azonban el6fordulhat, hogy olyan széveget szeretnénk titkositani,
amelynek hossza < N'/2. Ez esetben kulcsként nem az egész pszeudovéletlen
sorozat, hanem annak csak egy révidebb része (mondjuk N'/? hossziisagi)
keriil tényleges felhasznélasra. Ezért fontos, hogy a révid részsorozatok psze-
udovéletlen mértékeit is kontrollaljuk. [31]-ben |V (Ey, M, D)|-re adtam nem

trivialis becslést. A cikk f6eredménye a kovetkezd:

9.1. Tétel. Minden N egész szamra létezik egy olyan Ex € {—1,+1}" so-
rozat, hogy ha D = (dy,ds, ... ,d¢) és M < NY2re 0 <dy <dy < --- < dy <
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M + dy < N teljesiil, akkor
\V(Ey, M, D)| < (*N"*1og N. (9.1)

Tovabba
Cg(EN) < £2N1/2<10g N)2

és
W (Ey) < N¥*log N (9.2)

is fenn 4ll.

(9.1)-bol kévetkezden 1 < M < N-re

M
\V(En, M, D)| < ¢* [WW NY41og N.

teljesiil.

A 9.1. Tétel bizonyitésa konstruktiv. A bizonyitasban tekintjiik a p? ele-
m test feletti kvadratikus karaktert hasznalo - Mauduit és Sarkozy [56] altal
bevezetett - 1 : Ig — {—1,+1} binaris racsot, amely erés pszeudovéletlen
tulajdonsagokkal rendelkezik. Ehhez a racshoz hozzarendeliink egy p? hosszt

sorozatot az

EP2 = {7](070)777(170)7 s '777(]7 - 170)777(07 1)777(17 1)7 s '777(]7 - 17 1)7
om0 p=1),n(Lp=1),....np—Lp—1)} (9.3)

képlettel. FE,» sorozatnak az els6 N eleme &ltal alkotott Ey részsorozata
(p?/4 < N < p? esetén) eleget tesz a tétel feltételeinek. Ekkor |V (Ey, M, D)|
becslése Fp2-beli karakterosszegek becslésére vezetddik vissza. Ez a becslés

onmagaban is érdekes:

9.1. Lemma. Legyen p paratlan prim, és jelolje v a kvadratikus karaktert
[F,2-ben. (Megjegyezziik, ekkor F, C Fj2.) Legyen I = [a,a+1,a+2,...,b] C
F, és f(x) € F,2[z] egy olyan polinom, amely nem all el6 cg(x)h*(x) alakban,
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ahol ¢ € Fp2, g(x) € Fplz] és h(z) € Fpelz]. Tegyiik fel, hogy f(x)-nek m
darab kiilonb6z6 gydke van IF,, algebrai lezartja felett. Ekkor

@) | S (@) < 2mp, 0.4)
b) |3 A(f(2)] < 2mp'2(1 + logp). (9.5)

A lemma a) része specialis esete Wan [67] nagyon altalanos tételének. A b)
részt Weil tételét [68] és egy a v kvadratikus karakter és a Legendre szimbo-

lum kozott fennallo Osszefiiggést alkalmazva igazoltam.

10. Tovabbi eredmények

10.1. Binaris sorozatok

[24], [25]-ben és PhD disszertaciomban [28] kezdtem el vizsgalni egy az in-
dexen alapul6 konstrukeiot és annak ,,gyorsitott” valtozatat. [20]-ban a PhD
disszertacid megirasa utan tovabb élesitettem ezeket az eredményeket. Keé-
s6bb [23] ezt a konstrukeiot tovabb altalanositottam. Ez utobbi konstrukeio
érdekes vonésa, hogy specialis esetekben elliptikus gérbéken alapuld pszeudo-
véletlen sorozatokat ad. Ilyenkor a sorozat n-edik tagja, egy elliptikus gorbe
adott pontjanak y koordinatajatol fiigg.

Szintén még a PhD-m alatt oldottam meg Mauduit egy hires sejtését
miszerint ha Co(Fy) nagy, akkor Cs3(Ey) kicsi (ezt az eredményt [30]-ban
publikdltam). Az allitast valojaban magasabbrendi korrelaciora is igazoltam
abban az esetben, amikor a paratlanrendi korrelacioé rendje nagyobb mint a
parosrendtjé: azaz ha 2k + 1 > 20 és Cyr11(EN) nagy, akkor Cy(Ey) kicsi.
Késébb, 2011-ben Mauduittal kozosen [35]-ben vizsgaltuk a 2k + 1 < 2/
esetet. A kovetkezd altalanos eredményt igazoltuk: Ha Copii(En) < N 172,
akkor Copy1(En)¥*Co(EN)? 1 > N2*+1 ahol az alkalmazott konstansok
csak k-tol és (-t6l fiiggenek.
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10.2. Binaris racsok

[43]-ban Christian Mauduittal és Sarkozy Andréassal kozosen a binaris
sorozatok illetve a binéris racsok pszeudovéletlensége kozotti kapcsolatot
vizsgaltuk. Ugyanis minden tobbdimenziés racshoz egyértelmien hozzéren-
delhet6 egy sorozat. Dolgozatunkban megmutattuk, hogy a tobbdimenzios
racs pszeudovéletlen mértékei nem becsiilhetdk feliilrsl a kapcsolodo sorozat
pszeudovéletlen mértékeivel, azaz természetes moédon nem vezethets vissza a
tobbdimenzids eset az egydimenzidsra.

[36]-ban tarsszerzéimmel kozosen harom - erds pszeudovéletlen tulajdon-
sagokkal rendelkezs - egydimenzios konstrukciot terjesztettiink ki a tobbdi-
menzios esetre. Az ily modon kapott racsoknak becsiiltiik a pszeudovéletlen
tulajdonsagait.

[39], [40], [41] sorozatban tarsszerzéimmel kozosen kétdimenzids binaris
racsok esetén vizsgaltuk a kétdimenzids pszeudovéletlen mértékek tulajdon-
sagait. Igy [39]-ben Gsszehasonlitottuk a kiilonbézé rendt mértékeket, vala-
mint a normalitds mértéket a @, mértékek maximuméaval becsiiltiik. [40]-ben
binaris racsok szimmetria tulajdonsagait vizsgaltuk. [41]-ben bevezettiik a
Cy mértéket a tobbdimenzios esetben, majd a Cy, (QQp értékek minimumat
vizsgaltuk.

[37] és [38]-ban Mauduittal és Sarkozyvel folytattuk a kézos kutatomun-
kat. Racsok kriptografiai alkalmazésa soran nem elég, ha a binaris réacsnak
erGs pszeudovéletlen tulajdonsigai vannak, hanem fontos az is, hogy a ra-
csok egy megadott nagy csaladjaban a sorozatok ,lényegesen” kiilonboz6ek
legyenek. Ezt tanulmanyozza az iitkozés és lavina hatas. Az egydimenzios
esetben pl. [4], [12], [49], [57], [64] és [65] cikkekben tanulmanyoztak ezeket
a fogalmakat. [37]-ben altalanositottuk az iitkozés és lavina hatast tobbdi-
menziora. [38]-ban megadtunk egy olyan konstrukciot, amelyben mind az
iitkozés és lavina hatas mind a csalad bonyolultsdg optimalis.

[42]-ben tarsszerzéimmel kozosen a linearis komplexitast terjesztettiik ki

a tobbdimenzibs esetre.
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10.3. Egyéb pszeudovéletlen objektumok

[33], [34]-ben fakon definidltunk pszeudovéletlen fiiggvényeket, és tanul-

méanyoztuk az igy kapott fiiggvények pszeudovéletlen tulajdonsagait.
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