Oramenet - Algebra és Szamelmélet

1. hét, szeptember 13-14, szidmelmélet: Peano-féle axiomarendszer,
teljes indukci6. Oszthatosag. Szamelmélet alaptétele. Eukleidész 1. tétele.
Eratoszthenészi szita. Eukleidész I1. tétele (végtelen sok prim létezik). Prim-
szamtétel (bizonyitas nélkiil). Fermat szamok, Fermat primek, Mersenne pri-
mek. Eukleidesz II. tételének mésodik bizonyitasa. Primképletek. Goldbach
sejtés, Eukleidész, maradékos osztas lemma. Irodalom: Elemi Szamelmélet
jegyzet 1-27, 33-44. oldal.

2. hét, szeptember 20-21, algebra: Matrixok, Gauss-eliminacio. Inverz
szamitas Gauss eliminacioval. Polinomok. Szumma és produktum jelolés.
Irodalom: Kiss Emil 1., 2. és 3. diai, Kiegészité anyagok: Méatrixok, Gauss
eliminécio, példa, Matrix inverzszamitas Gauss eliminacioval.

3. hét, szeptember 27-28, szadmelmélet: Egységek. Legnagyobb kozos
oszt0, kitiintetett kozos oszto, a kettd Z-ben azonos. Eukleideszi algoritmus.
Primek, felbonthatatlanok, a ketté Z-ben azonos. Racionalis gyokteszt. Po-
linomok maradékos osztasa. Kongruencidk (alapok). Kongruencidk osztasa
egész szammal. Teljes maradékrendszer (TMR), redukalt maradékrendszer
(RMR). Ezek bizonyos specidlis transzformaltjai is TMR-t, illetve RMR~t
alkotnak. ¢ fiiggvény definicioja és képlete. Euler-Fermat tétel (bizonyitas
két hét malva). Irodalom: Elemi Szamelmélet jegyzet: 44-75 oldal.

4. hét, oktéober 4-5, algebra: A Horner elrendezés, és szerepe a gyok-
tényezé kiemelésénél, iteralt Horner. GyoktényezGk kiemelhetGsége, gyokok
szama, gyoktényez6s alak. Komplex szamok. Konjugalt, abszolutérték. Al-
gebrai és trigonometrikus alak. Szorzésnal a szogek Osszeadodnak, a hosszak
OsszeszorzOodnak. Szorzas és forgatva nyujtas. Komplex szdmok hatvanyo-
zasa. Gyokvonéds komplex szambol. A 2x2-es determinans definici6ja. Tu-
lajdonsagaik. Egy oszlophoz egy masik oszlop skalarszorosat adva a deter-
minans értéke nem valtozik; a determinéns oszlopcserénél elGjelet valt. A
transzponalt matrix determinansa. Kovetkezmény: az oszlopokra teljesiilé
tulajdonsagok a sorokra is érvényesek. FelsG¢ haromszogmétrix determinan-
sa. Irodalom: Kiss Emil, 4., 5., 6., 7. diai és 14. dia els6 kilenc oldala.

5. hét, oktober 11-12, szamelmélet: Euler-Fermat, kis-Fermat tétel (a
6.15 Tétel kimarad). Modularis hatvanyozas. Linearis kongruencia megold-
hatosaga. Lineéris kongruencia megoldasa ¢-vel és eukleideszi algoritmussal.
Par példa diofantikus egyenletekre. Kongruenciamoédszerrel 322 — y? = 2023



nem oldhaté meg (tekintsiik mod 3). Linearis diofantikus egyenletek. /2 és
e irracionalitasanak bizonyitésa, 7 irracionalitasa (bizonyitas nélkiil). Iroda-
lom: Elemi Szamelmélet jegyzet: 75-77, 80-96 oldal.

6. hét, oktdber 18-19, algebra: 3x3-as determindnsok. Permutécio,
transzpozicio, inverzi6. Permutéciok elGjele. Determinans altalanos definici-
6ja, alaptulajdonsagai, Gauss eliminaci6. ElGjeles aldeterminans. Kifejtési
tétel, Ferde kifejtési tétel. Inverz (pl. az adjungalt méatrixszal megadott
alak). Cramer-szabaly. Vandermonde determinans. Irodalom: Kiss Emil
14., 15. 16. diai és 17. dia els6 tizenegy oldala.

7. hét, oktober 25, algebra: Befejeztiik a mult hétrél maradt 17. diat.

7. hét, oktober 25-26, szamelmélet: Pitagoraszi szamharmasok. Nagy
Fermat-tétel. Kinai Maradéktétel. Osszetett modulusi kongruencia visszave-
zetése primhatvany modulustra. Primhatvany modulusi kongruencidk meg-
oldasa. Fokszam redukcio. Fokszam tétel (bizonyitas csak az Gszi sziinet
utan). Irodalom: Elemi Szamelmélet jegyzet 101-107 és 109-121 oldal.

8. hét, november 8-9, algebra: Lineéris algebra: Linearis kombiné-
cio, oszlopvektorok fiiggetlensége, jellemzése linearis egyenletrendszer meg-
oldhatosagaval. A fiiggetlenség és a fliggés kapcsolata. Vektorrendszer és
matrix rangja, sorrang=oszloprang=determinansrang. A rang meghatéro-
zasa Gauss-eliminacioval. Linearis egyenletrendszer megoldhatosaganak, és
a megoldas egyértelmiiségének jellemzése a rang segitségével. A determi-
nans eltiinésének jellemzése. Absztrakt algebra: Miivelet, asszociativitas,
kommutativitdas. Nullelem, egységelem, ellentett, inverz. Csoport, gytrd,
nullosztomentesség. Additiv és multiplikativ csoport. Egységelemes, kom-
mutativ, szokasos gyiird, test. Az egyszeriisitési szabaly, szorzat inverze.
Polinomgytrik. Irodalom: Kiss Emil 18., 19. és 20. dia (elsé 9 oldala).
Az oszloprang—sorrang—determinansrang tétel esetében elég a , Kiegészit6
anyagok az Algebrdhoz” link alatt szereplG bizonyitést tudni.

9. hét, november 15-16, szaAmelmélet: Fokszam tétel bizonyitasa. Wil-
son tétel (csak az I. bizonyitas volt). Szamelméleti fiiggvények. Nevezetes
fiiggvények (d(n), o(n), w(n), Q(n), ¢(n)), ezek multiplikativitasa, explicit
képlete. Multiplikativ fiiggvény Osszegzési fiiggvénye is multiplikativ. Mobi-
iis féle megforditasi formula (bizonyitas nélkiil). Tokéletes szamok, baratsé-
gos szamok, hidnyos és bévelkedd szamok (a bizonyitasok nem szerepeltek).
Rend. Rend alaptulajdonsagai. Irodalom: Elemi Szémelmélet jegyzet, 120-
125, 132-160 oldal.



10. hét, november 22-23, algebra: Polinomok azonossagi tétele, fok-
szamtétel polinomokra, t6bbszoros gyok és derivalt kapcsolata. Gyokok és
egylitthatok kozotti Osszefiiggés. Tobbvaltozos polinomok. Elemi szimmet-
rikus polinomok. Szimmetrikus polinomok alaptétele. Eukleideszi gytrt.
Euklideszi algoritmus, minden euklideszi gytird alaptételes. Interpolacié és a
kinai maradéktétel. Irodalom: Kiss Emil 20., 21. és 22. dia (els6 14 oldala).

11. hét, november 29-30, szamelmélet: Primitiv gyok, diszkrét loga-
ritmus (index). Binom kongruencia megoldhatosaga. Diffie-Hellman kulcs-
csere, DHP és DLP. Masodfokd kongruencidk. Kvadratikus maradékok és
nem-maradékok. Legendre szimbolum. Alaptulajdonsagok és Gausss kvad-
ratikus reciprocitési tétele. Irodalom: Elemi Szamelmélet jegyzet: 161-185
oldal.

12. hét: december 6-7, algebra: Lagrange és Newton interpolaci6. Oszt-
hatosag polinomgytrikben. Els6, méasod és harmadfokd polinomok irredu-
cibilitasa. Paratlan foku, valos egyiitthatos polinomnak van valos gyoke. Ha
egy valos egyiitthatos polinomnak ¢ gyoke, akkor € is, s6t ugyanannyiszoros
gyokok. Rlz], C[z] és Z[xz] irreducibilis polinomjai. Schénemann-Eisenstein
féle irreducibiltéasi kritérium. Primitiv polinom. Z[x] alaptételes gytirti. Ha
R alaptételes gytirt, akkor R[z] is. Komplex szamok rendje. Csoportokban
csoport elem rend. Jo kitevd és rend kapcsolata. Permutéciok rendje. Primi-
tiv n-edik egységgydk. Korosztdsi polinom. J[,, ®a(z) = 2™ — 1. Irodalom:
Kiss Emil 22.; 23.; 24. 25. és 26. dia (els6 6 oldala).

13. hét: december 13, algebra: Korosztasi polinomok. Harmadfoka
egyenlet megoldasa. Cardano képlete. Casus irreducibilis. Otodfoku egyen-
letre nincs altalanos gyokképlet. Irodalom: Kiss Emil 26. dia.

13. hét: december 13-14, szamelmélet: Jacobi szimbolum alaptulaj-
donsagai és alkalmazasa Legendre szimbolum kiszamitasara. Titkositasok.
Mono-alfebetikus rejtjel. Vernam-féle titkosito eljaras. Pszeudovéletlen so-
rozatok. RSA. 7w(z)-re becslések. Csebisev tétele. Primszamtétel. Li (z).
Csebisev tételének bizonyitasa. [, < 4%, Néhény tétel bizonyitds nélkiil:
Csebisev: n és 2n kozé mindig esik prim. Dirichlet tétel. A primek tartal-
maznak tetsz6legesen hosszi szamtani sorozatot. d, = p,.1 — pn végtelen
sokszor kisebb egyenlé mint 246. Irodalom: Elemi Szamelmélet jegyzet: 190-
192, 197-222.



