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Feladat: Bizonyitsuk be, hogy egy hattagi tarsasagban mindig vagy
van 3 ember, akik kdlcsdndsen ismerik egymast, vagy van 3 ember,
akik kolcsondsen nem ismerik egymast.
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Feladat: Egy 6 szogponti teljes graf éleit 2 szinnel szinezve mindig
lesz a grafban egyszinii haromszog.

Rogzitsiik a graf egy szdgpontjat, mondjuk A-t. A-bdl 6t masik
cstcsba fut él. Skatulyaelv miatt van 3 csics (legyenek ezek
B, C, D), amelybe azonos szini él fut mondjuk kék.
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lgaz-e az allitas 5 szogpontbdl allé grafra? Nem, tekintsiik példaul
a kovetkezé grafot:

Ebben a grafban nincs egyszinii haromszdg.



Altalanosithaté-e a feladat tobb szinre?

Jeldlje R(t) azt a legkisebb pozitiv egész szamot, n-et, amelyre
igaz, hogy egy legalabb n darab szégpontbdl all6 teljes graf éleit ¢
darab szinnel szinezve, mindig lesz egyszinii haromszdg.

Eddig lattuk: R(1) =3, R(2) = 6.

Ismert: R(3) = 17.

Vajon milyen becslések adhatéak R(t)-re?
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Jeldlje R(t) azt a legkisebb pozitiv egész szamot, n-et, amelyre
igaz, hogy egy legalabb n darab szégpontbdl all6 teljes graf éleit t
darab szinnel szinezve, mindig lesz egyszinii haromszog.

Eddig: R(1) =3, R(2) =6. t > 2 esetén
R(t)y<2+t-(R(t—1)—1).

A fenti rekurziébdl teljes indukciéval kdnnyen igazolhaté:

R(t) < 3t!

Kezdélépés: t=1: R(1)=3<3-1IV
Indukcids lépés (t > 2): t — 1=t
R(t) <2+t (R(t—1)—1) <2+4t-(3(t—1)!—1) = 3t! —t+2 < 3t!

v



Ramsey-tételek

A Ramsey-elmélet Frank Plumpton
Ramsey matematikus-kézgazdasz
harmincas években publikalt eredménye
altal elinditott igen fontos 4aga a
kombinatorikanak.

A leggyakoribb esetben egy teljes
graf éleinek két darab szinnel valé
szinezése esetén vizsgalja azt, hogy
milyen esetekben lesz a grafban egy nagy
monokromatikus részgraf.

Mi eddig egy ritkabban hasznalt esetet
néztiink: tdbb szin esetén mikor lesz a
grafban egyszinii haromszdg.




Szinezéses tételek a Szamelméletben

Van der Waerden tétel:

Barhogyis szinezziik a természetes
szamokat t darab szinnel mindig
lesz tetsz6legesen hosszl egyszinii
szamtani sorozat.

Szemerédi tétel:

Ve, k-hoz 3 egy No = No(e, k)
egész szam, hogy ha N > Np,
és A C {1,2,3,...,N} melyre
|A| > &N, akkor A tartalmaz
k-tagl szamtani sorozatot.




Green-Tao tétel:

A primszamok tartalmaznak
tetsz6legesen hossz(i szamtani sorozatot.

Néhany példa:

3 hossz( szdmtani sorozat: 3,5,7

4 hossz(i szamtani sorozat: 61,67,73,79
5 hossz( szamtani sorozat:
7,37,67,97,127

(A primszamok NEM tartalmaznak
végtelen hosszl szamtani sorozatot.)




Schur tétel:

Barhogyis  szinezzik a természetes
szamokat t darab szinnel mindig lesz
egyszinii megoldasa az

Xty=z

egyenletnek.



Schur tétel (kvantitativ valtozat): Ha N és t pozitiv egész szamok,
akkor N > 3t! esetén barhogy szinezziik az {1,2,3,..., N} halmaz
elemeit t darab szinnel mindig lesz egyszini megoldasa az

X+y=z
egyenletnek.
Bizonyitas: A G graf szégpontjai az 1,2,3,..., N természetes
szamok.
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Az i és j szogpont kozott futé él szine az x(i, f) & |i —j| elemnek
a szine. (Itt x(i,j) € {1,2,..., N}, amely halmaz t darab szinnel
van szinezve.) N > 3t! = Lesz egyszin( haromszog!



Van egyszinii haromszog:

x(1,K)=li—k|

x(j.k)=li-K|

x(i)=[i-j|



Van egyszinii haromszog:
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x(ij)=[i-j|
J

Feltehets i < j < k. Ekkor legyen

ef .. . . . . ef . . .
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Van egyszinii haromszog:

x(i,K)=li—k|

x(j:k)=[j-k|

x(ij)=[i-j|

J

Feltehets i < j < k. Ekkor legyen
a S x(ij)=li—jl=j—i, bEX(K)=lj—k=k-j
c ¥ x(ik)=i—kl=k—i
a, b és ¢ szine azonos. Tovabba:
a+b=0G-i+(k—j)=k—i=c,

igy talaltunk egy monokromatikus megoldasat az x +y = z
egyenletnek. v



Schur tétel: Ha N és t pozitiv egész szamok, akkor N > 3t! esetén
barhogy szinezziik az {1,2,3,..., N} halmaz elemeit t darab
szinnel mindig lesz egyszinii megoldasa az

xX+y=z
egyenletnek.

Milyen alkalmazasai vannak a Schur tételnek?



Nagy-Fermat tétel

Pierre de Fermat a kovetkezd
megjegyzést  flizte  Diophantosz
Aritmetika cimi kdnyvéhez:

Lehetetlen egy  egész  szam
masodiknal  nagyobb  hatvanyat
két  ugyanannyiadfoki hatvany
Osszegére bontani ..., csak ,kevés a
margd semhogy befogadna”.

Az a" + b" = " diofantoszi
egyenletnek nincs megoldasa  a
pozitiv egész szamok korében, ha
n> 3.

A Fermat-sejtést  Andrew  Wiles
oldotta meg az 1990-es évek kdzepén.




Szamelmeéleti alapok: Kongruenciak

Azt mondjuk:
a=b (mod m),

ha az a és b egész szamoknak az m egész szammal vett osztasi
maradéka ugyanaz. Mas széval: m | a — b.

Példaul: 15 =27 (mod 12), de 3 # 14 (mod 12).

Tétel
Ha a= x (mod m) és b=y (mod m), akkor

a+b=x+y (modm) ésab=xy (mod m).
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Trivialis megoldasok: x =0 (mod p) vagy y =0 (mod p) vagy
z =0 (mod p) valamelyike teljesiil.

De vajon mindig létezik nem trivialis megoldas is?



A Fermat-sejtés megoldasa céljabél, sokan prébaltak végtelen sok
pi primet talalni, hogyha
n n

x"+y"=2z" (mod p;)

teljesiil, akkor p; osztéja az xyz szorzatnak (azaz a
Fermat-kongruencianak csak a trividlis megoldasai vannak).

(Ugyanis, x" + y" = z"-bdl kévetkezik, hogy
x"+y"=2z" (mod p;)

minden p; primre, és igy ha a fenti allitas igaz lenne, az xyz-nek
végtelen sok primosztéja lenne: p1, p>, ..., ami ellentmondas hiszen
Xyz egy véges pozitiv egész.)

Egyszer csak kideriilt: igy NEM LEHET megoldani a
Fermat-sejtést!



Tétel: Legyen n természetes szam, p prim. Ha p > 3n!, akkor az
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Tétel: Legyen n természetes szam, p prim. Ha p > 3n!, akkor az

n

x"+y"=2z" (mod p)

Fermat-kongruencianak mindig van nem trivialis megoldasa.
Bizonyitas: Mivel p > 3n!, Schur tétele szerint, barhogy szinezziik
az n darab szinnel a {1,2,...,p — 1} halmaz elemeit, mindig lesz

egyszini megoldasa az
Xt+y=z

egyenletnek.

Most rogzitjiik az {1,2,...,p — 1} halmaz szinezését. Megadunk
egy konkrét szinezést.



Rogzitjiik az {1,2,...,p — 1} halmaz szinezését:



Rogzitjiik az {1,2,...,p — 1} halmaz szinezését:

Legyen g egy primitiv gyok, azaz olyan egész szam, amelyre a
g% gl. g%, ..., gP 2% szamok p-vel vett osztasi maradéka az
1,2,3,...,p — 1 szamok (nem feltétlen ebben a sorrendben).

Egy me {1,2,...,p — 1} elem szine az s-edik szin (ahol
0 < s < n—1), ha létezik olyan t(m) (csak m-tél fiiggs) egész

szam, hogy
m = gtmns  (mod p).



Rogzitjiik az {1,2,...,p — 1} halmaz szinezését:

Legyen g egy primitiv gyok, azaz olyan egész szam, amelyre a
g% gl. g%, ..., gP 2% szamok p-vel vett osztasi maradéka az
1,2,3,...,p — 1 szamok (nem feltétlen ebben a sorrendben).
Egy me {1,2,...,p — 1} elem szine az s-edik szin (ahol

0 < s < n—1), ha létezik olyan t(m) (csak m-tél fiiggs) egész
szam, hogy

t(m)n+s

m=g (mod p).

Erre a szinezésre is létezik az x + y = z egyenletnek
monokromatikus megoldasa. Azaz létezik olyan x, y, z megoldas,
amelyre

X = gt(x)n-i-s’ y= gf(y)n-i-s7 7= gf(z)”“‘s (mod p)

ugyanazzal a 0 < s < n — 1 egész szammal teljesiil mindharom
kongruenciaban.



Osszefoglalva: x +y = z és

n+s t(y)n+s n+s
)

x=glnts y =g

ugyanazzal a 0 < s < n— 1 egész szammal.

z =gt (mod p)



Osszefoglalva: x + y = z és
x = gthnts = gthmts 7 = gt2nts (04 p)
ugyanazzal a 0 < s < n— 1 egész szammal. Ekkor:
X+y=z,
x+y =z (mod p)
gttInts 4 gt)nts = gt@nts (mod p)  /: g°
gt + gt = gt " (mod p)

<gt(x))n n (gt(y))" = <gt(z))n (mod p)



Osszefoglalva: x + y = z és
.= gt(x),ﬂrs7 y= gt(y)n+s7 5 = gt(z)n+s (mod p)
ugyanazzal a 0 < s < n— 1 egész szammal. Ekkor:
X+y=2z
x+y =z (mod p)
gttInts 4 gt)nts = gt@nts (mod p)  /: g°
gtn 4 gtn = gt@)n (mod p)
() () = ()’ tmar
Bevezetve az
21 g0, % gt et
jeloléseket, azt kapjuk, hogy
a"+b"=c" (mod p).

Vagyis talaltunk egy nem-trivialis megoldasat a
Fermat-kongruencianak.



Kbszénom a figyelmet!



